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Vorwort.
¥ d

Im Sommer 1870 wurde ich in Berlin durch eine analy-
tisch-geometrische Untersuchung darauf gefiihrt, dass sich als
Coordinaten des Punktes mehr als seine senkrechten Abstande
von den Seitenlinien eines Dreiecks die von ihm mit den Eck-
punkten desselben bestimmten Dreiecksflichen empfehlen, und
lege nunmehr die nach dieser Erkenntniss unternommene Dar-
stellung der Elemente der analytischen Geometrie der Ebene
in diesem Werke dem mathematischen Publikum vor. Durch
dasselbe wird der analytischen Geometrie eine allgemeinere Ge-
stalt gegeben; das eingefilhrte und durch die ganze Schrift
hindurch angewandte Coordinatensystem lasst das Prinzip der
Dualitit zwischen Punkt und Grade in seiner ganzen Vollstin-
digkeit und Aligemeinheit hervortreten und ermdoglicht, um
dieses besonders hervorzuheben, eine einheitliche Untersuchungs-
methode der Kegelschnitte, durch die auch auf deren Gebiete
in mehrfacher Beziehung eine merkwiirdige Dualitit zu Tage
tritt. Dass ich dadurch genothigt wurde, viele Bezeichnungen
zu &ndern und neu einzufiihren, wird man zugeben und wiinsche
ich nur, dass ich hierin gliicklich gewesen bin. Die Theorie
der Kegelschnitte ist, wie schon angedeutet, in dieser Schrift
in einer neuen Weise dargestellt, und hoffe ich, dass diese be-
sonders den Beifall des mathematischen Publikums finden wird,
wenngleich ich mir nicht verhehle, dass vielleicht insbesondere
eine zu geringe Beriicksichtigung der Arbeiten Anderer mir zum
Vorwurf gemacht werden wird; denn in meiner lindlichen Ein-
samkeit stand mir im Grossen und Ganzen nur die treffliche

Salmon-Fiedlersche ,,Analytische Geometrie der Kegelschnitte®,
*
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die, wie ich mit Dank gegen die Urheber dieses Werkes es
ausspreche, meine Lehrerin und Rathgeberin gewesen ist, zu
Gebote. Es berechtigt mich zu dieser Hoffnung wohl auch der
Umstand, dass durch diese Darstellung mancherlei interessante
Fragen angeregt werden. Eine vollstindig abgeschlossene Geo-
metrie, soweit eine solche iiberhaupt méglich ist, konnte ich
nicht geben, es bleibt noch viel zu thun. Dabei sei in dieser
Hinsicht mir hier noch die Bemerkung gestattet, dass es auf
der unendlich fernen Graden zwei Punkte giebt, die, von idhn-
licher Bedeutung wie die imagindren Kreispunkte, bei analytisch-
geometrischen Untersuchungen als Reprisentanten der unend-
lich fernen Punkte aller hyperbolischen Kreise (gleichseitigen
Hyperbeln) angesehen werden konnen. Ich konnte das Nahere
iiber diese Punkte, durch welche die cyclisch-hyperbolischen
Functionen in die analytische Geometrie eintreten, nicht in
dieses Werk aufnehmen, weil ich deren Bedeutung erst nach
Vollendung desselben erkannt habe, und werde es nunmehr zu-
gleich mit einer Abhandlung verdffentlichen, in der die Bernoul-
lischen Functionen in elementarer, ihrer Natur entsprechender
Weise discutirt und im Anschluss daran aus dem Taylorschen
Theoreme vermittelst zweier Sitze, nach denen sich eine Potenz
durch nach Bernoullischen Functionen fortschreitende endliche
" Reihen darstellen lisst, zwei fiir die hohere Analysis bedeu-
tungsvolle Theoreme nebst einigen Anwendungen abgeleitet wer-
den. Beide Arbeiten sind bereits druckfertig und werden in
nichster Zeit unter dem Titel: ,,Die Bernoullischen Functionen
und das Taylorsche Theorem, nebst einem Beitrage zur ana-
lytischen Geometrie der Ebene in trilinearen Coordinaten. dem
mathematischen Publikum vorgelegt werden.

Koerberrode, Kreis Graudenz, im October 18783.

Leopold Schendel.
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Verbesserungen.

S. 47, Z.17, 8, 9 v. 0. vertausche man A und -/ mit einander.

- 176, - 6 v. u. lese man ,eine jede“ statt ,mehr als eine®.

- 80, - 10 u. 17 v. o. setze man O’ fiir @

=115, - 7 v. o. lese man (4 4 A)? fiir (A4 — A)2.

- 119, - 8 - - setze man 742 w. A/ fir 42 u. A

- 124, - 4 v. u. lese man .4 4+ A4 statt .4 — 4.

- 127, - 4 u. 5 v. u. setze man 43 fir 4.

- 130, - 3 v. u. lese man ,gleichen conjugirten“ statt ,glei-
chen*.

14 v. u. streiche man die Worte von ,,In“ bis ,,Punkt.*.

10 v. o. lese man ,,vom rechtwinkligen Dreieck* statt
»des vorigen Abschnitts®.

- 156, - 8 u. 12 v. o. lese man ,oder* statt ,jund*,

Im 40. Abschnitte ist die Gleichung £=0 stillschweigend
durch Weglassung eines Factors als von derselben Form, wie
die Gleichung £ =0 angenommen und daher die gegebene Er-
klirung des Invariantenexponenten des Kegelschnitts etwas zu
modificiren. Besser ist es aber, dieselbe beizubehalten. Der
constante Factor » erweist sich alsdann in derselben Weise ver-
mittelst der Gleichung /3I — _4S =0 als das Verhiltniss
J2:J* und daraus 2 als Invariantenexponenten der Functionen
A, A, 4, 43, 6, @, @, O@; der Invariantenexponent der
Functionen B, S, I ist O und ferner ist § der Invarianten-
exponent (im weiteren Sinne) der Functionen =, F', @ — man
bemerke, dass die Gleichung £ =0 in Bezug auf die Glei-
chungen der unendlich fernen Graden und der imaginiren Kreis-
linien von der Form der Gleichung @ =0 ist — und 4, 22, §
die Invariantenexponenten der Functionen 4%, 7,, 4,. Sonst
wird dadurch weiter nichts geindert.

- 136,
- 139,
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Erstes Kapitel. -
Der Punkt und die Grade. Das Prinzip der Dualitit.

1. Nimmt man in einer Ebene drei Punkte «,, a4, a, an,
verbindet dieselben durch die Graden a,, a,, a; und zieht
dann von irgend einem Punkte O derselben Ebene aus senkrecht
auf diese Graden die Graden OM, ON, ‘OP, so erfihrt man
offenbar aus der Lage des Punktes O die Lingen der Graden
OM, ON, OP, und wiirde umgekehrt aus den bekannten Lingen
dieser Graden die Lage des Punktes O bestimmen konnen. Wire
' z.B.OM=yu,, ON=y,, OP=y,
gegeben, so brauchte man nur auf
den Graden a,, a;, a; Senkrechte
zu errichten, auf diesen vom Fuss-
punkte aus beziehungsweise Strecken
von der Lange u,, 14, 15 abzutragen
und durch die hierdurch bestimmten
Punkte zu den Graden a,, a,, a, Parallele zu ziehen; diese
wiirden sich alsdann in dem Punkte O schneiden. Doch hierbei
waltet noch eine Unbestimmtheit ob; man kann nimlich auf den
Senkrechten in je zwei Richtungen Strecken abtragen, und es
ist fraglich, in welcher Richtung dies zu geschehen hat. Diese
Unbestimmtheit zu beseitigen, setzen wir fest, dass die Lingen
der Graden OM, ON, OP als positiv betrachtet werden sollen,
wenn der Punkt O innerhalb des von den Graden a,, a,, a5 ge-
bildeten Dreiecks liegt, und dass, wenn der Punkt O ausserhalb
dieses Dreiecks liegt, die Graden OM, ON, OP beziehungs-
weise als positiv oder negativ anzusehen sind, je nachdem sie
mit den Graden OM, ON, OP eines innerhalb des Dreiecks lie-
genden Punktes O gleichgerichtet sind, oder nicht, so dass also,

Schendel, Elemente der anal. Geom. 1
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Wenn u,, u,, iy positive Grossen sind und der beliebige Punkt
O die Lage des Punktes O in der Figur hat, OM =y, ON = y,,
OP = — pu, zu setzen ist. Dann ist die Lage des Punktes O
durch die Grossen OM, ON, OP und folglich auch, wenn s, , s,, s,
die den Punkten «, , oy, o, gegeniiberliegenden Dreiecksseiten
bedeuten, durch die Grossen °1.0M, 52 ON, % OP, welche,
absolut genommen, die Flicheninhalte der durch den Punkt O
mit den Punkten o,, @4, ¢; bestimmten Dreiecke angeben, voll-
kommen bestimmt und kann, wenn diese bekannt sind, stets
angegeben werden. Diese Grossen nennen wir nun die Coor-
dinaten des Punktes O und bezeichnen sie kurz durch «,,
ay, ag; der Punkt O, der die Coordinaten «,, ay, @; hat, selbst
soll durch (e, a;, ;) bezeichnet und dieses Zeichen die Form
des Punktes genannt werden.

Die Punkte «,, a3, o, nennen wir die Fundamental-
punkte, die Graden a,, a;, a, die Fundamentallinien
und das durch sie bestimmte Dreieck das Fundamental-
dreieck. A
. Nach den getroffenen Bestimmungen besteht zwischen den
Coordinaten eines jeden Punktes (e,, a;, a,) und dem Flichen-
inhalte J des Fundamentaldreiecks die Relation

a, +ay +a; =1,
und diese ldsst es als unnothig erscheinen, unter den Coordi-
naten des Punktes die bezeichneten Flicheninhalte zu verstehen;
wir stellen uns unter ihnen daher Grossen vor, die, mit einer
Constanten ¢, welche natiirlich auch Eins sein kann, multipli-
cirt, — selbstverstindlich absolut genommen — diese Flichen-
inhalte angeben, indem niamlich die Constante ¢ aus der Glei-
chung ce, + cag; + cog = J bestimmt und somit die eigent-
lichen Coordinaten des Punktes in der Form
Ja, Jag Jag

o +ay + a5’ a; + o, +eg’ o + oy + oy
stets angegeben werden konnen. Durch Multiplication und Di-
vision der Coordinaten des Punktes mit einer Constanten wird
dann'im Wesentlichen keine Aenderung herbeigefiihrt.

2. Es moge eine Grade die Fundamentallinien in den
Punkten A, B, C schneiden. Wir, nehmen auf ihr einen be-
liebigen Punkt O oder (o, , @y, ;) an und zichen durch ihn
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senkrecht zu den Graden a, und a, die Graden OM und ON,
und ebenso die Graden BM' und
AN’ durch die Punkte B und A,
die wir offenbar durch die For-
men (o', 0, &’g) und (o, &”5, &"5)
darstellen konnen. Es ist dann,
so lange die Punkte A und B
nicht zusammenfallen oder die
Grade durch den Punkt &, nicht
hindurchgeht, stets

OM OA
BM = BA ,
ON _BO BA—OA 1_9_4
AN"BA~ ~BA BA -
und somit
- OM ON
s Taw =1

Aus dleser Gleichung wird durch Multiplication der Zshler"
und Nenner der Briiche mit s_; und s_g., wenn ¢, ¢/, ¢’ constante,

durch die Gleichungen

cal +ca; +cag =J

ca’y +cdy =17

. cIIaII’ + (:II‘XII5 J

bestimmte Grossen sind, dle Gleichung

oy

c‘xl + ‘::ua/l2 1,
und wir erhalten nach Multiplication der linken Seite mit J und
der rechten mit ca, + ce, -+ co; und nachheriger Fortschaf-
fung der Nenner und des gemeinschaftlichen Factors ¢, indem
wir dann die Glieder der Gleichung ordnen und, unter ¢, eine
beliebige Constante verstehend,

” _1n 7" "

6o’y (J —¢d’y))=a,, ¢,ce’, J — c'a"y) = a,,

— ¢ c'c’a’ @y =a,
setzen, schliesslich die Gleichung
8¢, + azay +age; =0. '
Durch diese Gleichung, welcher die Coordinaten eines Jeden
auf der Graden liegenden Punktes geniigen, oder durch die Gros-
sen a,, a,, a, ist die Lage der Graden AB vollstindig be-
1 *
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stimmt, denn, setzt man jene Grossen als bekannt voraus, so
findet man aus den drei vorhergehenden Gleichungen
clar — Ja; cnau — Jag
17 ag,—a,’ T Ay —a,

_-d. h. die Grosse der von den Punkten B und A mit den Punkten
oy, ag und ey, o, bestimmten Dreiecke und damit die Lage
der Punkte B und A und also auch die der Graden. Voraus-
gesetzt ist dabei, dass die Grade nicht durch den Punkt g geht,
es ist aber klar, dass man, wenn diese Voraussetzung nicht zu-
trifft, auf eine Gleichung von derselben Form kommt, wenn
man die Punkte B und C in Betracht zieht, so dass also in
jedem Falle die Lage einer Graden durch eine Gleichung von
der Form

8,0, + aa, 4+ aga, =0,
in der a,, a,, a; bestimmte, von der Lage der Graden ab-
hingige Grossen und «,, a,, o, die Coordinaten eines beliebigen
auf ihr liegenden Punktés bedeuten, durchaus bestimmt ist.
Die Grossen a,, a,, a, nennen wir die Coordinaten der
Graden und bezeichnen diese durch |a,, a,, a;| und dieses
Zeichen als die Form der Graden. Durch Multiplication
und Division der Coordinaten der Graden mit einer Constanten
wird natiirlich gleichfalls im Wesentlichen keine Aenderung
herbeigefiihrt. .

Fiir jeden Punkt (e, , @,, ;) der Graden [a,, a,, a,4] be-
steht die homogene Gleichung ersten Grades

a0, + azey +aga; =0

und demgemiss auch fir jede Grade |a,, a,, a;| des Punktes
(@, a5, ay) dieselbe Gleichung; wir nennen sie, wenn die Coor-
dinaten der Graden als constant und die des Punktes als variabel
anzusehen sind, die Gleichung der Graden |a,, a,, ;|
und im umgekehrten Falle die Gleichung des Punktes
(o, ag, ag).

Die Formen und Gleichungen der Fundamentalpunkte und
-linien sind

1, o, 0), o, =0; ©, 1, 0), a, =0; (0, 0, 1), O =0
|11 0, 0’: a, =0; IO, 1, Ola a; =0; IO’ 0, 1': ag =0.

8. Aus dem eben begriindeten trilinearen Coordinaten-

system kann ein Coordinatensystem von der Art des sogenann-
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ten Cartesischen hergeleitet werden. Wir schalten die folgen-
den Bemerkungen dartiber hier ein.

Die senkrechten — mit den zugehdrigen Vorzeichen be-
hafteten — Abstinde des Punktes («,, oy, @) von den Funda-
mentallinien sind durch die Ausdriicke

2Ja, 2Ja, 2Ja,
8, (@ + a3 + ag)’ 85 (@, + a3 + a5)’ 8y (@, + a3 + ay)
gegeben; diesen kann wegen

2J = 8,48, sin A, ==8,8, sin A; ==8,8, 8in A,,
wo A,, A;, A, die den Fundamentallinien a,, a,, a, gegen-
iberliegenden Winkel des Fundamentaldreiecks sind, resp. auch
die Form

Byay : 8,0,

o, + a4 +_a—,'smA" a, +a; + a,
gegeben werden, und es besteht daher, wenn allgemein der —
mit dem Vorzeichen des entsprechenden senkrechten Abstandes
behaftete — Parallelabstand des Punktes (o, , a,, ;) von der
Fundamentallinie a, in Bezug auf die Fundamentallinie &, durch
v (flir n, m ist 1, 2, 3 zu setzen) bezeichnet wird, die Glei-
chung

.sinAg; u.s f

. . S—
. ey +a; +ay
Inshesondere ist
e 8301 8@
12, +a, +ay’ 3 a, + oy +a,’
Denkt man es nun bewirkt, dass die Constante, mit der die
Coordinaten des Punktes multiplicirt werden miissen, damit
o, +ay +ag=4J
wird, der Einheit gleich ist, so erhellt, dass die Lage des Punk-
tes auch durch die Grossen
V31 :8;5y ¥13:8y,
deren Bedeutung klar ist, bestimmt ist, und es kénnen demnach
die durch die Gleichungen
) . JX=u0a,, Jy=20¢,
gegebenen, durch x, y bezeichneten Grossen als Coordinaten
des Punktes aufgefasst werden. Die Grade stellt sich in diesem
% bestimmten Coordinatensystem durch eine Gleichung dar, die
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aus ihrer Gleichung in trilinearen Coordinaten vermittelst der
letzten Gleichungen hervorgeht und, wenn

- 8y —a, =28, 8, —8g=b, a,=c
gesetzt’ wird,

ax+by+c=0
_ lautet. ,
Durch die specielle'Annahme '
=1,8,=1

wird dieses Coordmatensystem zum schiefwinkligen, und durch

die noch dazu tretende Bedingung
, T2

zum rechtwinkligen Cartesischen Coordinatensystem.

4. Wenn a,, a4, a, die Coordinaten der Verbindungslinie
der Punkte (a4, a,, @), (¢'y, '3, @'y) und =, »’ constante Gros-
sen sind, so haben die Gleichungen

8,0, + a0y + 850, =0, 8,0', + 8,0’y + 850’y =0
a, (xa, + %x'd’)) + 8y (nery 4 ua,)-i- ag (xog +u’a’3)-—0
statt. Daraus folgt:

Auf der Verbindungslinie der Punkte (e,, ¢, a;), (¢, 5
o'y) liegt der Punkt (ve, 4 w'a’,, xay + x'a’y; nag 4 #'ey).

Die Verbindungslinie der Punkte (a,, a4, a;), (¢,, o'y, &'5)
ist die Grade |@;0'y —age’y, ag0’, —a,dy, a0’y — aydy|.
und in gleicher Weise:

Durch den Durchschnittspunkt der Graden [a,, ag, a4,
la’y, &'g,.8's| geht die Grade |xa, -+ xa’,, xa, + x'a’y, xa,
+ x'&|.

Der Durchschmttspunkt der Graden|a,, By agl, |a. 10 &gy 8|
ist der Punkt (a;a’y — aja’y, aza’; — a,a’;, a,a’;, — a,a"y).

Auf Grund dieser Sitze werden wir fiir emen auf der Ver-
bindungslinie der Punkte (e,, @y, @;), (¢’,, o’5, o ;) liegenden
Punkt auch die kiirzere Bezeichriung (x, «’) und in entsprechen-
der Weise das Zeichen |x, x| gebrauchen und diesen Zeichen
néthigenfalls als Unterscheidungszeichen einen Strich beifiigen.

8. Durch zwei Grade |a,, a4, a4, [a';, &y, &'5| werden
zwei supplementire Winkel bestimmt. Durch Drehung der er-
sten Graden in einer bestimmten Richtung um den Durchschnitts-
punkt bis zur Deckung mit der zweiten wird der eine Winkel
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iiberstrichen, — wir bezeichnen ihn als den von den Graden
84, 8g, 8gl, [8',, &', a's| gebildeten Winkel —, durch Drehung
der zweiten in derselben Richtung um den Durchschnittspunkt
bis zur Deckung mit der ersten der andere, er ist der von den
Graden |a',, a';, a4, |3, &4, ag| gebildete Winkel. Hiernach
ist klar, dass, wenn die Graden durch A, A’ und der von ihnen
gebildete kael durch AA’ bezeichnet werden, die Gleichung

AA 4+ A'A = AA,
in der AA = 7 zu nehmen ist, statt hat und dass fir drei
Grade eines Punktes A, A’, B die Relation

AB 4+ BA' = AA" 4+ A'A’

besteht, in der A’A’ = o oder m zu setzen ist, je nachdem die
Grade B bei der behufs Ueberfilhrung in die Grade A’ vorge-
nommenen Drehung der Graden A von dieser iiberstrichen wird,
oder nicht; im ersten Falle kann sie daher auch in der Form

AB + BA'= AA/,
im andern aber in der Form

AB — A'B=AA’
gegeben werden. Die Richtung, in der die Drehung vor sich
zu gehen hat, setzen wir fest durch die Bestimmung, dass die
Winkel des Fundamentaldreiecks A, A;, A, als von den Funda-
mentallinien a,, a,4; a4, a,; &,, 8, gebildet angesehen werden
sollen.

6. Die Bestimmung des von zwei Graden gebildeten Win-
kels und der Entfernung zweier Punkte von einander durch die
Coordinaten der Graden und Punkte ist die am nichsten liegende
Aufgabe. Zu ihrer Losung bedarf es der Bestimmung des Win-
kels, den die Senkrechte aus einem Fundamentalpunkte z. B. a4
auf eine Grade la.l, a,, a4 mit einer durch ihn gehenden Funda-
mentallinie z. B. a, bildet, — er
sei durch a bezeichnet — und der
Grosse des Quadrats dieser Senk-
rechten — p — durch die Coor-
dinaten der Graden. Die Durch-
schnittspunkte dieser Graden mit
den Fundamentallinien a,, a, md-
gen deshalb durch A, B — ihre
Formen sind (0, a; — a;), (— ag,
0, 8,) — und die von ihnen’ auf
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jene Fundamentallinien gehenden Senkrechten durch AN‘ und
BM bezeichnet sein; es ist dann sets fiir jede Lage der Graden

cos (a + A,) =psiuA5 AN AN

cos a BM °‘psinA, BM
und demgemiss, weil
AN = 2Ja, BM 2Ja,

8; (85 —a,)’ - 8, (85 —a,):
cos (& 4 Ag) =cosa cos A; —sinasinA,
ist,

tga— 8g COSA, (a? —a,)—8, (&a; —a,)
Sy Sin A (a5 — 83)
Hieraus folgt weiter
cos 33 =
s: sin'A, (ag — a4)?
85a) 45383 5385 — 25,8, €08 A 8,8, — 25,5, Cos Agaz8, — 95,5, cos A a8,
oder, wenn
&, =878, — 8,8, C08 Aga, — 8,8, C0s A,a,

&g == — 8,8, C0S Aga, + 8383 — 884 COS A, a,
£y = — 848, C08 A 8, — 8,8, C0S A8, -+ 833,
gesetzt wird,
‘ 2 83sin” A, (3, —a,)?
cos’a —
8,8, + 838, 4 a8,
e e
. cos“a.AN? ,
und damit, da p? = ——TA-IS— ist,
sin®Ag
2
4J2a,

p? = .
2,8, +a58; + a584

7. Die Tangente des von den Graden |a,, &y, 24|, |a',, &5,
a'y| gebildeten Winkels ist gleich der Tangente des Winkels,
den die aus irgend einem Punkte, also auch aus dem Funda-
mentalpunkte o, auf sie gefillten Senkrechten mit einander bil-
den, und es ist daher, wenn wir die von diesen und der Funda-
mentallinie & gebildeten Winkel a, a’ nennen,

' ' n__ tga—tga

tgAA' =tg(a—a)= Trigatga
Hierin substituiren wir fiir tga den im vorigen Abschnitt ge-
fundenen und fiir tg a’ den diesem entsprechenden Ausdruck; wir
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erhalten dann nach einfachen Transformationen die Tangente
des Winkels in der Form
tg AN — - 2J (u,s': —’a,s', -.{- :ts’. —a ', f a0, = :,s',)'
8,8,8"; | 838,0"y 5,8, — 88, 008 A, (8,0, - 8,0",)
— 8,5, cos A, (age’, J-8,8",) —8,5, c0s A (8,8, - 8,0",)

oder
tgAA" — —2J (ay8'y — 8,85 +8,8", —8,8"y +8,2") —8,3",).
8’8, + &g, +a'g8y

Nach dieser Formel ist zunichst der Winkel AA’== 0 und
also die Graden |a,, 8,4, 84|, |a',, &', 8'g| parallel, wenn

2,8’y — 8,8y + 8,8", — 8,8’y + 8,8’y —8,a", =o0
ist, d. h. wennihr Durchschnittspunkt auf der Gra-
den [1, 1, 1] liegt.

Die Grade |1, 1, 1| muss offenbar im Unendlichen liegen;
sie wird die unendlich ferne Grade genannt. Die auf ihr
liegenden Punkte heissen die unendlich fernen Punkte;
sie haben die Eigenschaft, dass ihre Coordinatensumme Null ist.

Ferner ist der Winkel AA’ =g und demnach die Grade

la’,, a’y, &'4| senkrecht zur Graden |[a,, a5, 84|, wenn
818,8", + 538,80y 4 538,8"y — 8,8, C08 A, (8,8y + 848'y)
—8,8, COSA, (8,8, +8,a’5)— 8,8, Co8A, (8,8'y + a,a",)=0
oder
a8, +a'ye, +a'geg =0
ist, d. h. wenn der offenbar unendlich ferne Punkt (e, , &,, &)
auf der Graden |8, &'y, a'y| liegt. Wir nennen den Punkt
(¢4, &4, 85), der darnach die Eigenschaft hat, dass jede durch
ihn gehende Grade senkrecht ist zur Graden [a,, a,, 34|, den
Orthogonalpunkt dieser Graden.
Jede Grade, deren Coordinaten die Gleichung
87a] 4+ s2a) 4 s2a) — 29,5, cos A,a,a, — 28,8, Co8 A,a,a,
— 28,8, CO8 Aga,a;, =0
erfillen, steht auf sich selbst senkrecht. Eine solche Grade ist
die unendlich ferne Grade.
Bezeichnen wir die Grade }x, ' durch B, so ist

{gAB — —2J% (ag8'y — 848"y a8, —a,a’y 48,8’y —a,a’,)
% (838,% 4 --— 28,8, co8 A,8,8, — --) + » (878,48,
4 --—8;85C08 A, (3,85 + a,8'5) —--)
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und folglich
® (82,8, + -- — 8,8, 008A, (a,a'; + 2,2"y) —--) tgAA' =
3: (787 + -- — 28,8, cos Aja,a, —--) 4« (s}a,a’, +--

— 8,8, c08 A, (a,a; -} a,2,) —- ‘): tg AB;
es besteht daher die Gleichung

’x’ (s3a] 4+ -- — 28,8, cos A 2,8, —--) 4 ¢ (s32,2", 4 --
— 8,85 C08 A, (a,8's + 3,2) —”)* tg AB
+ {u” 878’2 4 --— 25,8, cos A, a’,a’y —--) 4 x'x (573,8';

- --—s,8;c08A, @,a; + a'53,) — “)} tgAB=o.
Die Annahme AB = BA’ oder also tg AB — — tg A’B zeigt
hieraus, dass die durch die Graden a,, a,, a,', 'a’,, &', a'y|
bestimmten Winkel durch die Graden fx, x", !z, —’| halbirt
werden, wenn », ¥ 30 angenommen werden, dass
x*=353a",2 4 ---— 25,5, cosA 2’8"y —---
*'t —=s3a] 4 ---— 25,8, coSA,a,a, —---
ist. Diese Winkelhalbirungslinien stehen auf einander
senkrecht.
Wird ferner die Grade |4, 2| durch C beseichnet, so ist
tgBC = 27 (X —Ax) (ag0y — 8,8y f- 200, — a8, Jaya’, —an )
xh (5387 F--— 23,5, cos A,agey, —- ) 2N (30,0 F--
— 25,5, cos A& 00"y — ) (A 4 ) (38,0, ---
— g3, c08 A, (3,8, Jaga’,)—--)
wir erkennen daraus, unter C' die Grade |u, p| verstehend, die
Relation
(g’ — px) {"1 (8787 + - - — 28,8, c08 A a8, — - -) + x4’
(s3a",® +-- — 25,8, cos A, 8’8"y —--) + (k' 4-4x) (s7a, 8",
+ --— 8,8, c08A, (8,25 + 3,8,) —"')f tgBC
= (' — Ix) g"# (878,% 4 --— 28,8, cos A, 8,8, — - -) +
(878" + - - — 28,8, cos A, 2’38’y — ) + (g’ + pox) (878,8)
+ --—8,8,co8 A, (8;a"y 4 3,a"y) —- ’)f tg BC.
Ist insbesondere die Grade |x, | eine’ der Winkelhalbirungs-
linien, so nimmt sie nach Division mit xx’ 4 sfa,a’, +---
— 848, 08 A, (a,8"y + a,a’y) — - - - die Form
2. (' —pn)xd' + Ax') tg BC= (k' — &) (wps’ + pux’) tg BC
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an; fiir den besondern Fall CB = BC’ oder tg BC = — tg BC, .
d.i. fiir den Fall, dass durch die Grade |x, x| zugleich auch
der Winkel CC’ halbirt wird, wird aus ihr

w2y = %2y 3.
Endlich bemerken wir, dass vermittelst der leicht beweisbaren
Relation

(s13,8", - - 8,8, €08 A, (a,a. +“sa ) )2 +4Jl

(asa’y — 8,48y + 248", — a,8"; + 8,8’y — By8 '\)? = (s}a;
+ -~ — 28,8, C08 A, 8,8, — --) (878", % +--
— 25,84 co8 A,a’;8"y —- -)

aus dem fiir die Tangente gegebenen Ausdrucke sich sofort die
Ausdriicke o
— 2J (aga’y — 8,8’ + aga’, — ‘1 s 12,8, —ag,) 4.

sin AA’ = 5
V(S:a’! + - - — 23585 cos A aga; — - -) (s:a"' +--
— 23,8, cos A & ,8"y — - =)
VA YR SEE T LY WOUAD T A Etti 2
=3 ’
V(’x";’ 4 - - — 2548, cos A 8.8, — - -) (s:a"‘ +--
— 238, cos A 8’8"y — - -)

in denen, weil der Sinus jedes von zwei Graden gebildeten

Winkels positiv ist, das Vorzeichen der Quadratwurzel dem

der Grosse a,a'; — aga’y | 8,8’y — 8,8’ | a,8’y, — 3,8, .

entgegengesetzt gleich ist, entnehmen lassen.

Weil hiernac '

Sin AB — — 2J% (s,a' — a8y 48,8, —a,a’, a8, —an))

V(‘x‘x’ + --— 255 008 4,848, —--) (5] (u8, - X'0,)3 - -
— 28,8, c0s A, (xag - XW'g) (xay 4 X'ay) — - -)

ist, so hat die Gleichung

i— Vsla!’+-—_'28383 GOSA a’as———--— smAB
% VT (P --—25,8,Co8A,a'5a "y —~-- sm%B

— das Vorzelchen der zweldeutlgen Quadratwurzel ist dem der
Grtisse — entgegengesetzt gleich — statt. Das Verhltniss der

in der Form der Graden |«, »'| auftretenden Grossen x:x%’ ist
somit umgekehrt proportional dem Sinusverhiltniss der Winkel,
die die Graden [a,, a,, a4, [8'y, a5, &'5| mit jhr bilden.
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8. Zum Zweck der Bestimmung der Entfernung zweier
Punkte (a,, a4, a,), (&, o5, o';) — Wir bezeichnen sie durch
A, A’ — von einander heisse der
Durchschnittspunkt ihrer Verbin-
dungslinie a0’y — aza’y, aga’;
— a,a'y, a,0d'y — aga’,] mit der
Fundamentallinie a, B und die
Senkrechte von ihm auf die Funda-
mentallinie a, BM, und ferner sei
p die Senkrechte aus dem Fun-
damentalpunkte e, auf jene Ver-
bindungslinie und AN, AN’ die
Senkrechten von den Punkten A, A’ auf die Fundamentallinie a,.
Es ist dann

p:a,B=AN — AN:AA’
a,B.5in A, — BM
und folglich, da
— 2J (¢,0'y —a5dy)
BM 8, (@,0/y — @30’y —a,dy +a,40a'5)

und
AN
also

— 2Ja,
8 (a, -+ aq + as),

— 2o’
8y (¢, +0a'3 +a'y)

AN’

2J (@ 0y — @g0’; — a9’y + a,d,)

A'N'—AN=53(‘.'1+%+“3)(“FI + oy + ')

ist,
p.(e, +a;+ag)(e¢'; + o'y +a'y) AA' =2 (o,¢'y — a,a,);
erheben wir daher diese Gleichung ins Quadrat und substitairen
dann fiir p* den Werth, den es nach der Formel am Ende des
6. Abschnitts hat, so erbalten wir die Entfernung der
Punkte (¢,, a5, o), (@, oy, ;) durch die Gleichung
(0y + agtag)? (¢, + 0y +a'5)? AA'? =5, 2 (a,0'y — ag0y)?

+ 85 (230", — ,0'5)% + 85 (@,0y — @,0y)*

— 28,85 C08 A, (x50, — @0 y) (2,0 y —y0',)

— 23,8, C08A, (a,0'y— aga’,) (030's — aga’y)

— 28,8, C0SA, (a;0'y — aga’y) (2g0’, —a,0y).
Die Entfernung zweier Punkte hat hiernach ein doppeltes
Vorzeichen. Wenn die Entfernung AA’ von A nach A’ gemessen
als positiv angesehen wird, so muss die von A’ nach A gemes-
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sene Entfernung A’A als negativ gelten. Diese Unterscheidung,
nach der die Gleichung
AN +AA=o0
statt hat, hat indessen, so lange nur die Entfernung zweier
Punkte in Betracht kommt, keinen Zweck, unabweislich ist sie
aber dann, wenn zu den zwei Punkten noch ein dritter Punkt
(x, x) oder B hinzutritt. Es ist dann stets
AB +4 BA’ = AA’ oder AB 4 BA’ 4+ A'A = o,
mag der Punkt B zwischen den Punkten A, A’ liegen, oder nicht.
Wir bemerken, dass das Quadrat der Entfernung jeder zwei
Punkte, die mit den Punkten (e, a,, @,), (¢';, 5, ;) auf
einer Graden liegen, abgesehen von den Quadraten ihrer Coordi-
natensummen bis auf einen Factor den rechtsstehenden Aus-
druck der obigen Gleichung enthilt; er kann deshalb fiiglich als
die Entfernungsconstante der Graden ey’ —azdy,
agod’y — a0y, a0’y —aga’,| bezeichnet werden.
Fiir die Punkte A, B geht die Entfernungsconstante den
Factor »'? ein; es erhellt daraus die Gleichung
xl’ (a’l + ar’ + ais)g H’ — .
(e (e, + @3 + ag) + ' (@', + o'y + o'y))? AB?
und, da ebenso
%t (0, + o5 + @) AA® = .
@ (a’l + a’z + als) + % (o, + o5 + a4))? A'B?
ist, so kommt man durch Subtraction und nachhenge Division
mit AA" und x (o, + @, +a3)+u ¢y + &'y + o',) auf die
- Gleichung
(@, + oy + o'y) —n(e, + ag + a4)) AA' =
(“(ax + oy + ag) 4+ 1’ (o, + o, + 4)) (AB + A'B).
Und diese Gleichung zeigt in Verbindung mit den vorigen, dass
W, +ay 4+ o'y) AN =
(“(al+“s+as)+”(“ +“3+as))AB 8.
(e, + ey + 03) AA=
'@, + o4 +a’s)+x(¢1 + oy + ;) A'B
ist, denn, da von diesen Gleichungen die eine die andere nach
sich zieht, so wéren nur noch die Gleichungen
u'(a'l + al’ + ars) A.A, —
(e, 4oy + a5) + 2" (o, + oy +o'5)) BA
(e, + ey + o) A'A =
(' (@y + oy +¢'y) + %(a, + ay + a,)) BA’
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moglich, diese aber filhren auf die unmdglichen Relationen
AA'=o0, AB4+ AB=o. .

Aus den gefundenen Gleichungen ergiebt sich die Relation

9. x(a,+ay +a)AB+ 20/, + o', + @'y) AB = o;
sie lehrt, dass der Punkt (x, »") zwischen den Punkten (c,, «,,
“ag), (4, &'y, @'y) liegt oder nicht liegt, je nachdem « (¢, + e,
+ a,) und «'(o'; 4 o5 + ;) gleiche oder entgegengesetzte
Vorzeichen haben, und ferner dass er auf ihrer Verbindungs-
linie so gelegen ist, dass
A'AB = ABA’
ist, wenn
xh(a; + ey + ) =4 (¢, + oy + o'y)

. ist, und zwar innen, d. h. zwischen A und A’, oder aussen, d. h.
nicht zwischen A und A’, je nachdem A und A’ gleiche oder ent-
gegengesetzte Vorzeichen haben.

Insbesondere ist AB = BA’, also der Punkt (x, «’) der
(innere) Mittelpunkt der Verbindungslinie der Punkte (e,,
oy, @), (¢4, &'y, a's) in Bezug auf diese Punkte, wenn

r=0 4, + ey, " =0, +a, + a :

ist. Der Punkt (x, — ') ist fiir dieselben Werthe von x, %" der
unendlich ferne Punkt dieser Verbindungslinie, wir nennen ihn
auch, da fir ihn die Relation AB= A'B gilt, den #iusseren
Mijttelpunkt der Graden in Bezug auf jene Punkte. Es mag
iibrigens bemerkt werden, dass filr den unendlich fernen Punkt
die Relationen AB 4- BA’ =0, AB 4+ BA’ = AA’ zugleich be-
stehen, und dass Aehnliches gilt, wenn drei Grade durch -die
Relation AB = A'B, deren Bedeutung im zweiten Theile dieser
Schrift klar wird, mit einander verkniipft sind.

Aus der obigen Gleichung folgt weiter

¥ e +o,+e; AB
10.  x o+ dy+a A AB’

das Verhiltniss der in der Form des Punktes (x, ») auftreten-
den Grissen x : x’ ist darnach umgekehrt proportxona.l dem Ver-
ha.ltmss der Entfernungen der Punkte (,, &y, @;), (o', &'y, @'s)
von ihm.

Endlich erwihnén wir, dass der Punkt (x, *) in Bezug auf
die Punkte (4, 1), (4, u) — sie seien durch C, C’ bezeichnet —
durch (g’ — ux’, Ax' — %) dargestellt werden kann und dass
daher nach derselben Gleichung '
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(npe’ — ur’) (A (ay + ag + a5) + v (a’l 4oy 4+ 4)) BC=

(d — A') (e, + @y + ag) + ' (¢ + o'y +2'y)) BC
ist. Ist insbesondere der Punkt (x, ') in Bezug auf die Punkte
(@, a5, ag), (', &'y, @'5) der innere Mittelpunkt, so nimmt sie
die Form
(¢ — pn’) (#d 4 Ax’) BC == (wd' — Ax') (v’ + px’) BC' 11.
an; fiir den besonderen Fall CB = BC’ d. h. wenn der Punkt
(x, «') zugleich auch in Bezug auf die Punkte (4, &), (u, ') der
innere Mittelpunkt ist, wird aus ihr

2 = %2y 12.

Die in diesem und dem vorhergehenden Abschnitte ent-
wickelten zwei Grundformeln der analytischen Geometrie indern
sich iibrigens durch eine cyclische Vertauschung der Indices
nicht; es muss daher jedes Bedenken, das man wegen der
bei ihrer Herleitung stillschweigend gemachten Voraussetzung,
die aus dem Fundamentalpunkte o, gezogenen Senkrechten
seien nicht Null, gegen die Allgemeingiltigkeit derselben haben
konnte, offenbar schwinden. :

9. Die inneren Mittelpunkte der Fundamentallinien in Be-
mg auf die Fundamentalpunkte sind durch die Formen (0, 1, 1),
14, 0, 1), (1, 1, 0) dargestellt; aus denselben sicht man sofort,
dass die Verbindungslinien dieser Mittelpunkte mit den gegen-
iberliegenden Fundamentalpunkten durch einen Punkt gehen,
dessen Form (1, 1, 1) ist. Dieser Punkt ist, wie aus der Be-
dentung der Coordinaten hervorgeht, der Schwerpunkt des
Fundamentaldreiecks, wenn dieses als homogen voraus-
gesetzt wird. Er ist yon jedem Fundamentalpunkte zweimal so .
weit entfernt, als von dem Jedesmahgen ihm gegeniiberliegen-
den Mlttelpunkte

Wir nennen den Punkt (1, 1, 1), der dieselben Coordinaten
hat, wie die unendlich ferne Grade |1, 1, 1|, vorzugsweise den
endlich fernen Punkt und die durch ihn gehenden Graden
die endlich fernen Graden; diese haben die Eigenschaft,
dass jhre Coordinatensumme Null ist.

Durch die Conformitiit der Formen des endJich fernen Punk-
tes und der unendlich fernen Graden werden wir hingewiesen
auf die Begriffe des Winkels zweier Punkte und der Entfernung
Zweier Graden von einander.

10. Wenn der Durchschnittspunkt zweier Graden auf der
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unendlich fernen Graden liegt oder also ihre unendlich ferren
Punkte in einen einzigen zusammenfallen, so sind die beiden
Graden parallel, und es bilden daher zwei Grade einen Winkel,
der gleich Null oder von Null verschieden ist, je nachdem ihre
unendlich fernen Punkte zusammenfallen, oder nicht. Das fiihrt
auf die Definition des Winkels zweier Punkte: Der von zwei
Punkten (a,, a,, a5), (¢,, ¢y, o';) gebildete Winkel
ist der von ihren endlich fernen Graden |a, —ay,
ay—a,, 0, —a,|, [¢y — &'y, ¢’y — @'y, a', —ay| gebildete
Winkel. Bezeichnen wir ihn durch AA’, so erhalten wir dem-
nach seine Tangente, wenn wir in der Formel 1. a, mit a, —ay,
a’, mit o', —ay, u. 8. f. vertauschen; sie ist, wenn

307 =83 + 83 -+ 28,8, COSA,

307 =83 - 8] -+ 25,5, cos A,

303 =38} 453 + 25,8, co5 A,

13 3040, €08 .4, =8} — 8,8, C08A, 4 848, cOSA,

—+ 8,8, COSA,
8040, €08 4, = 83 — 848, C08 A, + 8,8, C08 A,

~+ 8,8, COS A,
30,0, cos Ay =85 — 8,8, C08A; 4 8,8, COSA, "

848 cosA
gesetzt wird, e .
tg AA =~ 2 (ayoy — a0y + a2’y — a0’y 0,0y — a4a’,)

oja,0; 4 03age’y - 03as0’s — 030, €08 4, (a50'y 4 agx’y)
— 050, cos 4, (ag0, 4 @,a’y) — 6,0, cos 4, (a,a'y 4 o ;)
Die Bemerkung, dass das dreifache Quadrat der Entfer-

nung des Durchschnittspunktes der Graden [a,, a,, a4/, [a’;, &',
a’y| vom endlich fernen Punkte .
O} (838'y —858'5)1 - - - — 20,0, 003 4, (8,8"; —8,8'y) (8,8'y —8y8") —- -

(ag8'y — 848"y t 852", —a,2°; }8,8"; —a,0' )2
ist, ldsst ferner die Bedeutung der Entfernung zweier Graden —
‘obschon nicht ganz vollstindig — erkennen: Das Quadrat
der Entfernung der Graden [a,, a,, 84, [a',, a',, &'
ist gleich dem dreifachen Quadrate der Entfernung
ihres Durchschnittspunktes(a,a’s —a,8’y, a,a’, —a,a’s
a,a’y —a,a’;) vom endlich fernen Punkte, multipli-
cirt mit dem Quadrate des Quotienten

8,8’y —aza’, + a,a’;, —a,a’y + 2,8, —a,al

(8, + 85 +a4) (8, + a'y 4 a'y)
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Sie ist, wenn sie durch AA’ bezeichnet wird, zufolge der For-
mel 7. durch die Gleichung
(8, + 8, + a,)? (&', +8'; +8',) AA'2 =0 (8,8’ —a,8,)*

+ o3 (858", — 8,8’5)* + 03 (a,2'y —a,a’,)?

— 20404 c08 A4, (a,8"; — a,8’;) (8,8"; — a,4",)

— 2040, co8 A, (2,2’ —a,a’;)(az8'y —a,48’y)

— 20,0, c08 A, (858"; — 8585) (858", — a,a’;)
gegeben. Die Verschiedenheit in der Grosse der Entfernungen .
der Graden eines Punktes von einander bedingt offenbar nur
der Quotient; seine Beschaffenheit zeigt, dass die absolute Ent-
fernung zweier Graden gleich ist der Summe oder Differenz der
absoluten Entfernungen dieser Graden von jeder dritten, durch
ihren Durchschnittspunkt gehenden Graden. Ferner ist zu be-
merken, dass, wenn die Entfernung AA’ als positiv angesehen
wird, wenn die Grade A durch eine in einem bestimmten Sinne
vorgenommene Drehung um den Durchschnittspunkt in die
Grade A’ dbergefithrt gedacht wird, die Entfernung A’A als
negativ gelten muss, wenn die Grade A’ durch eine im ent-
gegengesetzten Sinne vorgenommene Drehung in die Grade A
ibergefilhrt gedacht wird. Diese Unterscheidung entspricht
vollstandig der fir Entfernungen von Punkten gemachten; doch
muss nothwendig noch festgesetzt werden, dass beim Ueber-
fihren einer Graden in eine andere durch Drehung derselben
um den Durchschnittspunkt die durch diesen gehende endlich
ferne Grade nicht iiberstrichen werden darf, entsprechend dem
Umstande, dass die Messung der Entfernung zweier Punkte -
nicht dber den unendlich fernen Punkt ihrer Verbindungslinie
ausgefithrt wird.

Selbstverstandlich konnen an die gegebenen zwei Formeln
dieselben Entwickelungen gekniipft werden, wie an die For-
meln 1. und 7., und es gelten demnach die im 7. und 8. Ab-
schnitte entwickelten Formeln und Sitze simmtlich in der ent-
Sprechenden Umformung. Wir heben von diesen, indem wir be-
merken, dass eine Grade zwischen den Graden A, A’ liegt, oder
nicht liegt, je nachdem sie bei der behufs Ueberfithrung in die
Grade A’ vorgenommenen Drehung der Graden A von dieser
liberstrichen wird,, oder nicht, hier nur den folgenden Satz
namentlich hervor: Die Grade |, x| liegt zwischen den Graden

By &g, 8|, [a',, &y, '], oder nicht, je nachdem x (a, + a,
Schendel, Elemente der anal. Geom. . 2
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-+ a,) und ' (&', + &'y + a’) gleiche oder entgegengesetzte
Vorzeichen haben. Nach ihm liegt die der Graden |a,, a,, a4
parallele Grade [x, »'| und so auch jeder Punkt derselben mit
der ihr parallelen endlich fernen Graden oder also mit dem end-
lich fernen Punkte -auf derselben oder nicht auf derselben Seite
von der Graden |a,, a,, a4/, je nachdem x (a, 4+ a, + a3) und
»’ entgegengesetzte oder gleiche Vorzeichen haben.

Die sechs Gleichungen 13. bleiben, wie aus ihnen sofort
sich ergiebt, auch bestehen, wenn die Grossen o, , 64, 04, 4,;,,
Ay, A, mit den Grossen s, , 8,, S5, A,, Ay, A;, und umge-
kehrt, vertauscht werden, so dass demnach diese durch jene
in ganz derselben Weise darstellbar sind, wie jene durch diese.
Das weist, wie die Formeln selbst, in denen sie erscheinen, auf
die einander entsprechende Bedeutung dieser Grossen in der |
Geometrie. Die Grossen o,, 0,, 04 sind analog die Entfer- |
nungen der Fundamentallinien a,, a,; a5, a,; a;, &, von ein-
ander — ihre Quadrate sind die dreifachen Quadrate der Ent-
fernungen der Fundamentalpunkte &, , a,, o, vom endlich fer-
nen Punkte — und die Grdssen 4,, 4,, -4,-die von den Funda-
mentalpunkten e, , a4; @4, @,; o,, g — oder deren endlich
fernen Graden — gebildeten Winkel.

Natiirlich stehen die Grossen ¢ und 4 in denselben Be-
ziehungen zu einander und zum Fundamentaldreieck, wie dic
Grossen s und A; sie konnen aus jenen sechs Gleichungen leicht
hergeleitet werden; wir geben hier als Beispiel die Formeln

— 16J2 =5} + 53 + s; — 28385 — 2s3s] — 2sis;
— 16J® = ¢ + 03 + 05 — 2030: — 2030 — 2030}
und setzen dazu die Relation
81 + 83 + 83 = 0] + 0; + 05,

11. Jede durch den Punkt (¢,, &;, ¢;) gehende Grade ist
eine zur Graden |a,, a4, ay| senkrechte Grade. Es ist daher
die durch einen Punkt (e,, @4, ;) gehende, zur Graden [a,,
a,, a;| senkrechte Grade durch die Form

loegey — @38q, 038 — @85, @185 — g
gegeben; ihr Durchschnittspunkt mit der Graden [a,, a,, a4l
ist der Punkt
(85 (2,85 — @581) — 8y (038, — ,85), By (0585 — @;&,)
— &, (@,89 — @38,), &, (238, — @ &5) — By (Fg&; — 03€3))
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oder, besser .geschrieben, der Punkt
(@, @8, + 858y + 8585) — &, (3,0, + 5@y + 8504),
oy (@8, + 258y + 8585) — & (3,0, + Bye, + 850,),
o5 (2,8, + 8565 + a565) — &5 (8,0, + 8505 + agay)).
Die Entfernung dieses Punktes von dem Pankte («,, ., o)
d. i. der senkrechte Abstand des Punktes (¢, , a,, ;) von der
Graden la,, a;, a,] — wir bezeichnen ihn durch p — ist, da
diec Coordinatensumme dieser Punkte
(¢, + a3 + a3) (a6, + 2,65 4 2383), @, + @, + a4
ist, ferner da die Entfernungsconstante ihrer Verbindungslinie,
weil diese wegen &, + €, + &, =0 u. a. in der Form '
ey — g8, — &5 (@) + @y + @), @8, — 46,
+ & (@) + o + ), a8, — a,¢
darstellbar ist, sofort als durch die Grosse
(s3es 4 sle? 4+ 25,3, cos Age, ;) (@, + a5 + ay)®
gegeben erkannt wird und, wie durch eine kleine Rechnung cr-
mittelt wird,
Sje; 4-sie? 4-29,8, C0S Age 8, — — (STe,e, 4 Shege, +-ste,e,)
=4J2 (a,e, + aye, + a,¢,)
ist, endlich da diese Entfernungsconstante in dem gegenwir-
tigen Falle den Factor (a e, + a,e, + agza;)? eingeht, durch
die Gleichung
(@ + @y + o5)* (3,8, + 2,85 4 ag8y) p?
=4J2 (a,a, + az0; + ajay)?
gegeben. Es ist daher der senkrechte Abstand des
Punktes («,, @y, @5) von der Graden |a,, a,, a,] )

2J (a,a, + aza, + aza;) 14

:
(¢ + @y + ag) Vala_l 1 age; + a8,
und zwar ist er, da unter der Bedingung

’

*_ a0 8,00 48,0,

#=

® e, + a; + ag
der Punkt (@, @,, a,) ein Punkt der zur Graden [a,, a,, a,|
parallelen Graden [x, »'| ist, -zufolge einer Bemerkung im vori-
gen Abschnitt, wenn das Vorzeichen der Quadratwurzel mit
dem Vorzeichen der Grosse a, + a, + a4 Gbereinstimmend an-
genommen wird, welche Annahme keine Widerspriiche herbei-
fuhrt, positiv oder negativ, je nachdem der Punkt (a,, «,, @)
P *
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mit dem endlich fernen Punkte auf derselben oder nicht auf

derselben Seite von der Graden la,, a,, a,| liegt.

Der Parallelabstand des Punktes («,, e, @g) von
der Graden |a,, a,, a5 in Bezug auf die Grade [a’,, a’,,
a'g| — wir nennen ihn » — ist hiernach zufolge der Formel 4.

]
__(a,e, + a0, + a,0,) Va' &'y +ahey + 85875,
(o) + ag + ag) (2;8s —a,8"; +853", —a,a’y’

15. + a,8’y, —aza’))
er ist, wenn das Vorzeichen der Quadratwurzel mit dem der
Grosse (a, + a, + a8,) (a8’ —a,a’; +aa’; —a,a’y +a,a,
— a,a’,) ibereinstimmend angenommen wird, positiv oder ne-
gativ, je nachdem es der senkrechte Abstand ist.

In der entsprechenden Umformung geben diese beiden For-
meln den senkrechten und den Parallelabstand der Graden [a,,
a,, a4 von dem Punkte («,, @, @;) in Bezug auf den Punkt
(o4, &4, &), d.i. die Entfernung der Graden |a,, a,, a4| von
der Verbindungslinie des Punktes (e,, «,, ;) und des zu ihm
senkrechten resp. dem Punkte (¢,, o5, ;) parallelen, auf
jener Graden liegenden Punktes.

Leicht ist an dieser Stelle der Beweis der folgenden zwei
Sitze: Die durch die Fundamentalpunkte gehenden, zu den
entsprechenden Fundamentallinien senkrechten Graden gehen
durch den Punkt (cot A, cot Ag, cot A; cot A, cot A, cot A,).
Die auf den Fundamentallinien liegenden, zu den entsprechen-
den Fundamentalpunkten senkrechten Punkte liegen auf der
Graden |cot 4, cot 4, cot 4, cot 4,, cot .4, cot 4,

12. Wemn yu,, py, uy und z,, u,, uy die mit den zu-
gehorigen Vorzeichen behafteten — dieser Zusatz wird weiter-
hin iberall wegbleiben — senkrechten Abstinde des Punktes
(@,, @, az) von den Fundamentallinien und der Fundamental-
punkte von der Graden [a,, a3, 84| sind, so ist nach Formel 14.

Ja, 8 Jay, __8
a1+aa+a3—_§.#“a1+ae+a8— 2 e
____J_EL__=_’ Hss

e, 4+ ay + oy
Ja, =1.M

3
Vsia) 4 -- — 25,8, cos A 8,85 —--
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Ja,

3 ' = i'ﬁh
Vsia? + -- — 28,8, cos A a8y — - -

Ja, _ }-ﬁs
]
Vsial 4 -~ — 23,85 Cos A, 8,8, —--

— das Vorzeichen der Quadratwurzel ist das der Grosse a,
+a, 4+ a; —, und es ergeben sich daraus mit Riicksicht zu-
gleich auf die entsprechenden Ausdriicke die Sitze:

Die Coordinaten des Punktes (e,, a;, @;) sind,

sy . . J
multiplicirt mit dem constanten Factor o Fo Fay
gleich den senkrechten Abstinden des Punktes von

den Fundamentallinien, multiplicirt mit §}, s_:’ s_g,
und die Coordinaten der Graden |a,, a;, ag| sind,

: J
multiplicirt mit dem constanten Factor —————
iplicirt mi con a s, Fay’

gleich den senkrechten Abstdnden der Graden von
den Fundamentalpunkten, multiplicirt mit 9_%, i‘;!, a—;'

Die Coordinaten der Graden |a,, a,, ag| sind, mul-
tiplicirt mit dem constanten Factor
J

3

Vs'a? + - - — 28,8, cos A 8,84 — - -

rechten Abstinden der Fundamentalpunkte von
der Graden — den Pliickerschen Coordinaten —,
multiplicirt mit §, und die Coordinaten des Punk-
tes (a,, @4, ¢;) sind, multiplicirt mit dem constan-

ten Factor J , gleich

Yola! + - -— 2040, cos A, a0 — -
den senkrechten Abstinden der Fundamentallinien
von dem Punkte, multiplicirt mit 4.

In diesen Satzen hat das Hervortreten der vollstindigen
Analogie zwischen Punkt und Grade seinen Grund, durch sie
findet das sogenannte Prinzip der Dualitdt in seiner
ganzen Vollstindigkeit und Allgemeinheit seine Be-
grindung. Eine jede analytische Untersuchung, an-
gestellt in der hier begriindeten Weise, fithrt mit
einem Rechnungsresultat auf zwei geometrische

, gleich den senk-
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Sitze, von denen der eine die Interpretation des-
selben, wie man sagt, nach dem System der Punkt-
coordinaten, der andere die Interpretation des-
selben nach dem System der Liniencoordinaten ist;
zu eincm jeden geometrischen Satze, welcher Ge-
stalt er auch sein mag, gehdort ein zweiter,  ihm
dualistisch entsprechender.

Beide Satze ergéinzen sich gleichsam; durch den ersten
werden die Coordinaten des Punktes und durch den zweiten die
der Graden als Grossen gekennzeichnet, deren graphische Dar-
und Vorstellung uns gelaufig ist, dagegen durch den ersten dic

Coordinaten der Graden und durch den zweiten die des Punktes
als Grossen, von denen wir uns kein graphisches Bild zu ma-
chen vermigen, — die Coordinaten natiirlich in jedem Falle
‘multiplicirt mit einem bestimmten constanten Factor vorausge-
setzt. Die beiden Satze sind, so zu sagen, von reciprokem
Charakter; sie weisen hin auf eine gewisse Art von Recipro-
citit, die unter den Punkten, unter den Graden und unter
den Punkten und Graden oder vielmehr unter deren Beziehungen
zu einander besteht. Diese Reciprocitdt beruht darin, dass die
Winkelfunctionen und Entfernungen einander in gewisser Weise
entsprechen. Wir bemerken zuniichst unter Hinweis auf die
Eingangs gegebenen Gleichungen, dass die Grossen

Yoia® + - - — 20,0, cos A a0y, —--,

Vsial 4+ - - — 28,8, cos A,a,a; — --

von derselben Bedeutung sind, wie die Grossen

¢, 4+ o3 + a5, a; + a5 + 253
sie sind simmtlich gleich dem Inhalte des Fundamentaldreiecks,
wenn beziehungsweise als Coordinaten des Punktes und der
Graden die mit } multiplicirten senkrechten Abstinde der Fun-
damentallinien von dem Punkte und der Fundamentalpunkte
von der Graden und die mit E;, 53, §§’ resp. 9%, Eg, 6_3. mul-
tiplicirten senkrechten Abstinde des Punktes von den Funda-
mentallinien und der Graden. von den Fundamentalpunkten an-
gesehen werden. Die Mittel- und Winkelhalbirungspunkte einer
Graden in Bezug auf zwei Punkte und die Mittel- und Winkel-
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halbirungslinien eines Punktes in Bezug auf zwei Grade sind
durch die Gleichungen

n==a'1 +als +“'sa ¥ =+ (¢, + e, + ay);
Z=8’1 +als +&'3, %’=i(31+ag +'33);

w— VAT = oya, Ay —
=t Volo] + -- — 20,0, s A 0505 —--5
x =Vsla} 4 -- — 23,3, Cos Aa,ay —--

» =+ Vs'a? 4 - - — 25,85 cos A a,ay —--

bestimmt. Fiir jeden Punkt der Verbindungslinie zweier Punkte
und jede Grade des Durchschnittspunktes zweier Graden ist

u_'______a1+a,-|—a, AB

x o, oy +a, AB’

v Va’a + - - — 20,0, c08 A, 05 — -~ sin AB
“ Vola ¥ 4 --—20,05 cos A, o350y —-- sin A'B’
¥ _ a +a;+4a; AB

v a,+a,+a; AB

v Vs'a'+--—2s,s3 cos A,a,a; —-- sin AB

x Vsia" 4 -- — 28,8; cos A a’;a"; —-- “sin AB

Endlich weisen wir hin auf die Gleichungen

(g — po’) (x4 2x') BC = (xd’ — Ax') (up’ + px’) BC’

(’ — gex') (el + 1) tgBC = (uh’ — M) (w’ + pu’) tgBC,
in denen B den inneren Mittel- und einen Winkelhalbirungs-
punkt einer Graden in Bezug auf zwei Punkte oder die innere
Mittel - und eine Winkelhalbirungslinie eines Punktes in Bezug
auf zwei Grade bedeutet. Durch all diese Beziehungen und
Gleichungen erscheint das Gesagte begriindet. Wir bemerken
noch, dass andere Formeln, die sonst nicht mit einander iiber-
einstimmen, durch eine Voraussetzung iibereinstimmend werden,
dass z. B. die Formel

% (00,0 4 == — 030, C08 A, (@305 + ag0y) —---) tAA =
(*(0%a? 4 - - — 20,05 Cos A a,a3 — --) + % (0a,0,
== — 0,04 €08 4, (0,0'y + a4a'y) —--)) tgAB
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zufolge der Relation

(ota,0’; + - - = 0,0, 08 A ,'(a,a', + ag0’y) —- 2 '
+ 432 (0 0"y — aga’y + g’y — @0’y +?1“g-—a,a )=
(0%a} 4 - - — 20,05 cos A, a0y —--) (0}a’}

+ - — 2040, C08 A4,0'y0'y —--)
unter der Voraussetzung
0,0’y — ag0’y + g0’y — @0y + @0y —eye’, =0
d. i. unter der Voraussetzung, dass die drei Punkte A, A’, B
auf einer endlich fernen Graden liegen, in die Gleichung

* Voia" 4 --— 20,0, c08 4,040y —--tgAA =

3
(x YVola® 4 - - — 20,0, co8 A, 0505 — - -

+ % Vola? + --— 26,04 cos A,0'30'; —--) tg AB
iibergeht und somit dieselbe Form annimmt, wie die ihr ent-
sprechende Formel

(', + oy + &'5) AL = (x (¢; + a; + o3)
+ « (@'y + @5 + ;) AB;

_dieses Verhalten, dass also fiir Winkelfunctionen geltende Rela-
tionen an der Grenze ihrer Giiltigkeit dieselbe Form annehmen,
wie die entsprechenden fiir Entfernungen geltenden, macht zu
der Annahme geneigt, die Entfernungen seien eine Art Grenz-
fall von gewissen den Winkelfunctionen entsprechenden Func-
tionen.

« Aus der Formel 15. ergeben sich zwei Siitze derselben Art;
sie Janten, wenn die senkrechten Abstinde der durch die Funda-
mentalpunkte ¢, a5; @5, @,; a,, o, gehenden, der Graden

‘|a’y, &'y, 84| parallelen Graden von einander

2J (al’ - B's) 2J (als - 3'1)
1 ] ? 3 b
Va',&, +a'y6’y + 8¢ VaTx—sll + a6, + 8’6
2J (&', —a'y)

.‘s/a’lell + a8’y + a'ss's’
absolut genommen, durch &, g, &'5,, &, — 50 genommen, dass
das Vorzeichen der Quadratwurzel das der Grisse (a, - a,
+ 8,) (858's — 8,3y + 8,8, —a,8"; + a8’y —a,a)) ist,
nennen wir sie &,4, €5,, &,3 — bezeichnet werden, so:
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Die Coordinaten des Punktes (a,, «,, @,) sind, multiplicirt

mit dem constanten Factor —J— , gleich den Parallel-
a, +ay +ay’

abstinden des Punktes von den Fundamentallinien in Bezug

”e ” "

auf die Graden |a,, a,, a,l, la a5 874, |a 0 879 8",

multiplicirt mit & a3, ¢ fu, ‘_n..
Die Coordmaten der Graden |a,, 8g, a4] sind, multiplicirt

mit dem constanten Factor

Vs’a.” +--- — 8,8, C08 A, (a,a + 843 'g) —
2(aga’y —aga’, 42,8, —a,a, +a,a,——a,a )’
Parallelal')stﬂnden der Fundamentalpunkte von der Graden in
Bezug auf die Grade |a’,, a’,, 8’|, multiplicirt mit §.

Es ist einleuchtend, dass in diesen Sitzen und den ihnen
entsprechenden die oben gegebenen Sitze als specielle Fille
mit enthalten sind. Zu bemerken ist noch, dass das Vor-
zeichen der Quadratwurzel mit dem Vorzeichen der Grosse
(a,4a;+8;)(a,8's —848’y + 8,8, —a,a',+2a,a, —a,a))
iibereinstimmend anzunehmen ist; es erhellt dann, die der Be-
zeichnung der senkrechten Abstinde analoge Bezeichnung der
Parallelabstinde gewahlt, das Bestehen der beiden Relationen:
V.8 gs - vg8 g, - vgE” 3 =2], ¥, &g+ V& g+ V5T, =20
Vermittelst dieser und der ihmen entsprechenden Relationen
konnen leicht aus den obigen Sitzen Coordinatensysteme von
der Art des im 3. Abschnitte hergeleiteten ,entlehnt werden.

Die nach dem Prinzip der Dualitit statthafte Umformung
einer jeden Formel und eines jeden Satzes wird, wie bisher,
in den meisten folgenden Fillen unterbleiben.

gleich den
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Zweites Kapitel.

Der Schwerpunkt und der Kreis der mittleren quadratischen
Entfernungen materieller Punkte. Das Dreieck. Von der
Reciprocitit und Collineation. Die Coordinaten-
transformation.

" 83. Bedeuten m,, m,, - - constante Grdssen, A A,
A,A’,, - - die mit den zugehdrigen Vorzeichen behafteten Pa-
rallelabstinde der Punkte A,, A,, - - oder, durch ihre Formen
gegeben, der Punkte (e, ,, @,,, @,,), (@5,, @35, @33), - - und
AA’ in gleicher Weise den Parallelabstand des Punktes A oder

m,a,, mea,,

16. — -
@y, + a3+ a4 +a“ + o33 + 054 +

m,a;, Meys F--

e, oy ta3 0y a3+ a5y ’

m,e,, Meass
oy, + e+ oy +“u + g + oy + )

von irgend einer Graden |a,, a;, &, in Bezug auf die be-
liebige Grade |a’,, &',, &’y|, 50 hat, wie unmittelbar die For-
mel 15. erkennen lasst, die Gleichung

17. m, . A A", +my. A Ay +--=(m, +m; }--) AA
statt. Die Summe der mit den Coefficienten m,,
m,, --- versehenen Parallelabstinde der Punkte A,
A,, -- von jeder Graden in Bezug auf jede beliebige
Grade ist demnach gleich dem mit dem Coefficien-
ten m, + m, 4 -- versehenen Parallelabstande des
nur von der Lage der Punkte und den Coefficienten
abhangigen Punktes A. Denkt man sich die Pankte A,
A,, - - als materielle Punkte und die Coefficienten m,, m,, - -
als ihre Massen oder denselben proportionale Grossen, so be-
zeichnet man sie als solche durch m, .A,, m,;.A,, - - und
nennt dann den Punkt A den Schwerpunkt oder auch das
Centrum der mittleren Abstande der Punkte m,.A,
mg.A,, --

Die Verbindungslinie des Schwerpunkts A mit dem be-

liebigen Punkte A, oder (a,, a,, a,) ist die Grade
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m; (@3ay3 —@30,,) | My (230y5 — a30y5) |
fayy + o5 +ag, 03, + @53 + €gy ’
m, (oga,, —a,¢,5) |, M,y (@04, — @,845) |

ayy + o5+ ay, eg; + @55 + gy ?

m, (@5 — 3¢,) 4+ D (21055 — @y05,) + .
ey F 0y ey, Ogy + @35 04y P
aus ihrer Form ist mit Rdcksicht darauf, dass, wie aus den
Formeln 5. und 7. ohne Schwierigkeit — im 21. Abschnitte
wird es in etwas anderer Form ausfithrlich gezeigt — erkannt

wird, z. B. .

{S: (@g0, 5 — g 5) (@095 — agargy) + -~ }
2.

— 8484 €08 A, ((aze,, — @,0,,) (o 033 — @gay;)
— (@y0y3 — aga,,) (@gaq, — @,0,y5)) — -~
(ay; Foat0y3) (@g Fagy+agg) (@, + a3 +a4)?
=A,A} +A,A; — AA;
ist, sofort ersichtlich, dass e
(m, + m, + --)? (¢, + @3 + ;) . AAG
=mj (¢, + ;3 +a;)?. AlAz 'tl_!l_: (o4 t‘f_s +‘EZ° AsAz
+--4-m,m, (¢, + g +ag)? . (A, A +A A5 — A A})+--
oder also dass _
m, .A,Af 4+ my . AjAG 4 --
= (m, +m, +--) AA; +
ist, und es hat demnach, wenn wir X
— AA; 4 --
A — m;mg.A;Ag + -~
AL =+, T m, £

m,m, A,AS 4+ --
m, +mg +--

und
AR} + AR = AA;

setzen und somit durch A einen der Punkte eines Kreises be-
zeichnen, dessen Centrum der Punkt A, ist, und der durch
die beiden Punkte hindurchgeht, die auf der zu der Verbin-
dungslinie des Schwerpunkts mit dem Punkte A, senkrechten
Graden des Schwerpunkts oder auf zwei Graden des Punktes
A, und einem Kreise liegen, dessen Centrum der Schwerpunkt
A und dessen quadratische Entfernung von ihm

A5t _ 4 0my  AAT4--

AV =t Fm, -
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— in dem ersten Falle hat das obere, in dem andern das
untere Vorzeichen Geltung — ist, die der Gleichung 17. gleich-
gebildete Gleichung
m, . AAG +my  A,AQ +--=(m, +m, +--). AA]

statt. Die Summe der mit den Coefficienten m,, m,, - -
versehenen Quadrate der Entfernungen irgend
eines Punktes von den Punkten A,, A,, -- ist gleich
dem mit dem Coefficienten m, + my; 4+ -- versehe-
nen Quadrate der Entfernung des Punktes vonjedem
Punkte eines um ihn als Centrum beschriebenen
Kreises, der in gekennzeichneter Weise bestimmt
ist durch einen nur von der Lage der Punkte und
den Coefficientenabhingigen Kreis. Diesen Kreis nen-
nen wir den Kreis der mittleren quadratischen Ent-
fernungen der Punkte m, .A,, m,.A,;, --. Wegen der
zwei Vorzeichen in dem seinen Radius bestimmenden Ausdrucke
miisste eigentlich von zwei Kreisen der mittleren quadratischen
" Entfernungen die Rede sein; weil aber von ihnen stets nur einer
graphisch darstellbar ist, so sprechen wir auch nur von einem,
darunter beide begreifend ; nur wenn der eine oder der andere
von ihnen vornehmlich gemeint wird, soll er, je nachdem das
obere oder untére Vorzeichen als geltend angesehen wird, als
der erste oder der zweite bezeichnet werden.

In dem Falle m; + m, - - - =0 ist im Allgemeinen der
Schwerpunkt der Punkte m, .A,, m,.A;, -- ein unendlich
m,a,,

0y +0y3 + 0y
+--=0, ws. f. und also offenbar jeder

ferner Punkt; nur, wenn

Meg,
+“n + a5 -+ 0y )
von den Punkten der Schwerpunkt der tibrigen ist, kann jeder
beliebige Punkt als Schwerpunkt aufgefasst werden.

Der Schwerpunkt von Punkten einer Graden ist stets selbst
ein Punkt dieser Graden, ausser wenn ein jeder der Punkte
der Schwerpunkt der dbrigen ist.

Jeder Punkt kann als Schwerpunkt von nicht
in einer Graden liegenden Punkten, als Schwer-
punkt von Punkten einer Graden im Allgemeinen
aber nur jeder Punkt derselben Graden angesehen
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werden, wenn diesen Punkten geeignete Coeffi-
cienten beigelegt werden, und zwar sind von diesen
Coefficienten, wenn die Anzahl der Punkte n ist,
n— 3 resp.n — 2 beliebig und von deren beliebigen
Annahme die ibrigen 3 resp. 2 abhingig. Nur in zwei
Fillen sind demnach die Coefficienten durchaus bestimmt, nim-
lich wenn von 2 Punkten und von 3 nicht in einer Graden
liegenden Punkten gehandelt wird. '
Der Schwerpunkt'der durch die Formen (e,,, @,,, a,3),
(¢g4, @59, @33) gegebenen Punkte A, A, ist der Punkt (x, x")
oder A, wenn die ihnen beizulegenden Coefficienten
m, = (0, ; + o5+ 0y 5) %, My = (@3, + €54 + &55) 0’
oder
m, = A,A, m, = AA,
sind. Fiir den Radius des Kreises der mittleren quadratischen
Entfernungen hat man wegen m, + m, =A,A, in diesem Falle
+ AA' = A A AA;
ferner ist
AA, -n: + A:A°A_1K: + AA, 'm: =0
oder also
A A, ARG+ A AL ARG 4 AA, LALAG
4+ AjA; . AA AL =0
(Stewarts Theorem) und endlich
AA; AN A A AN+ AA AN, =0
Wenn A',, A’; die auf dem Kreise der mittleren quadra-
tischen Entfernungen der Punkte A,, A, liegenden Punkte ihrer
Verbindungslinie sind, so ist .
AA, . AA, =+ AN, AN
und, je nachdem das obere oder untere Vorzeichen als geltend
angesehen wird,
A, AA, NA, N,
A'LA, T ALA, ' AA,TALA, !
weil diese Relationen sich auf die vorige vermittelst der Glei-
chungen A';A = AA’,, A’,A, = A’;A + AA,, u s {. zuriick-
fihren lassen. Von den diesen Relationen geniigenden Punkten
werden wir weiterhin handeln; hier bemerken wir nur, dass die
durch die Relation
AA, AA,

XA, ‘K,A,

=1

=—1
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verkniipften Punkte A’;, A’y, A;, A, harmonische Punkte
genannt werden, und dass demnach der Gleichung 10. zufolge
die Punkte .

ey, 0y, “s’)’ (a’l, a'ga als): (x, u’)’ (x, — %)
vier harmonische Punkte sind.

Die Discussion des zweiten Falles folgt weiter unten.
14. Die Punkte

(@1, @ygy @135), (@gy, @3y, @g3), (@5, a3g, a33)
und die Graden
8115 8155 Bysls 1831y Bas, Basly [R5y, Bgpy Byyl

seien die Eckpunkte und Seitenlinien eines Dreiecks. Die Coor-
dinaten derselben nehmen wir in einer gewissen Abhingigkeit
von einander an; wir nehmen nimlich, was stets moglich ist,
da die aus den Coordinaten der drei Punkte gebildete Deter-
minante

Cyyy Crgy Oyy

— 4% = oy, 034, Cg3],

g1y Oggy Ogg

die in entwickelter Form also lautet:
— AP = 0g5055 + 03305,0 5 + @50, 50,

— 0y 1“23“32 T Gy plg 0ty — “33‘112““ )
offenbar nicht Null ist — sie ist es nur dann, wenn die drei
Punkte auf einer Graden liegen — dle Coordinaten der drei
Graden so an, dass
— Aoy =0g4055 — 05055, — A8y =0,505, — G0y,

—da 3 =05,055 — 03504,
— A8y, =050, 5 —Cg30,4, —dBgy =10330,; — 04,0,

— dags=ag,a,9 — G550y,

— 85, ==03035— @ 3059, — A Bgy=10,30;; — &0,
— dagg=a,,0353 — @505,

ist, alsdann gelten — und das néthigt zu dieser Annahme der
Coordinaten — wegen der in Bezug auf a und o symmetrischen
Form der aus diesen Gleichungen sofort sich ergebenden, je
neun Gleichungen reprisentirenden Formeln

.allaxx -+ : P10 290 + Qggy = ed?

Qr10xy —l— Aelxe + Aglixg = 42 ,
in denen fiir ¢, » dic Zahlen 1, 2, 3 zu setzen sind und, je
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nachdem ¢ = » ist, oder nicht, & Eins oder Null ist, diese
Gleichungen auch, wenn die lateinischen und griechischen Kklei-
nen Buchstaben mit einander vertauscht werden; die Coordi-
naten der drei Punkte sind dann ebenso durch die Coordinaten
der drei Graden dargestellt, wie diese durch jene.

Die specielle Annahme der Relationen

Q33831859 = BgpR;38g,y Ugg03 0y = Ogglty3Cyy
und der Relationen

Bg3dg d g == g 0y Byg, Bgedygly, == A3, 305,
unter den Coordinaten, von denen die eine die andere nach sich
zieht, und die auch simmtlich zugleich bestehen konnen, fithrt
auf zwei bemerkenswerthe Satze, die wir ohne den leichten Be-
weis an dieser Stelle in folgender Weise geben.

Sind zwei Dreiecke so gelegen, dass die drei Verbindungs-
linien entsprechender Eckpunkte durch einen Punkt (Colli-
neationspunkt) gehen, so liegen die drei Durchschnitts-
punkte entsprechender Seitenlinien auf einer Graden (Colli-
neationslinie), und umgekehrt.

Sind zwei Dreiecke so gelegen, dass die drei Durchschnitts-
punkte der entsprechenden Verbindungslinien nicht entsprechen-
der Eckpunkte auf einer Graden liegen, so gehen die drei Ver-
bindungslinien der entsprechenden Durchschnittspunkte nicht
entsprechender Seitenlinien durch einen Punkt, und umgekehrt.

13. Es seien nunmehr die Punkte A, A,, A, oder (e, ,,
Qg 0rg)y (Cg1y O35, @s5), (@54, @gg, @gg) drei nicht in
einer Graden liegende Punkte oder die Eckpunkte eines Drei-
ecks, fiir das die im vorigen Abschnitte gegebenen reciproken
Beziehungen zwischen den Coordinaten der Eckpunkte und Sei-
tenlinien statt haben mogen, und ferner sei der Punkt A oder
(¢4, @g, ag) der Punkt, der ihr Schwerpunkt sein soll. Die
Coefficienten, die dann den Punkten beigelegt werden miissen,
ergeben sich aus den Gleichungen

m,o,, Me@sy Mgg, —a
@yt ety @yt ays @5y 05 0gg !
m,a,, + Myyy + mgagy —a
ety tays @y oy tags @y g5 t+agg 2

m,o,s MsCsg My0ys —a,
Ciutoptay; @y tHags ey @5y 055 gy
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nun in der folgenden Weise:
A*my = (a,,¢, + 8,40, + 8;30;5).(@,; + @, + @;4)
A*mg == (85,@; + 855@3 + 84305) . (@5, + @35 + Gg3)
A*mg = (85,0, + 83305 + 85303) . (25, + @54 + @g3).
Das Quadrat des Radius des Kreises der mittleren quadratischen
Entfernungen der drei Punkte ist
=3 m,m,.A;A} +m;m, .A,A} +mm, . A A}
. Ar =+ (m, + m, +ma)’ ’
und endlich gelten in diesem Falle die Gleichungen
m,.A A, +my;.AA 4+ my AJA = (m, +m,+m,)AA’
m,.A,A}+4+m,.A A"+m3 AAl—=(m, +m, +m;)AAj;
iibrigens konnen in leichter Weise diese Gleichungen auch in
der Form
v _AA‘ A, A +--—2RA).AA}.AALA A —---
AA 2 2 ]
4A,A5. A A7 LA AQ
— 2A,A3 . AAY A A AN = AA’ AN LA A‘+--
—(AA’ AA' +AA’ A A’ A, A’ AA} —---
—2H§I.K§-ZIK§ -ﬂ3=ﬁi’l}'&3.mi +--
— (AA} . A,A) +AA}.AAD)AAY L AAD —---
dargestellt werden.
Es giebt einen Punkt A, — wir bezeichnen ihn durch U -
der so liegt, dass
A U® =A,U' =A,0° =AT*
ist; er ist das Centrum des durch die drei Punkte A,, A,, A;
gehenden oder des dem durch diese Punkte gebildeten Dreieck
umschriebenen Kreises; und es ist also, wenn sein Radius r ist,

=AU’ =AU"+ AA°

oder
AA? =+ (r? — ADY).

Diequadratische Entfernung des Kreises der mitt-
leren quadratischen Entfernungen der Punkte A,,
Ag, A, von deren Schwerpunkt, seinem Centrum A
ist demnach gleich der mit dem Plus- oder Minuszeichen be-
hafteten Differenz aus dem Quadrate des Radius des durch sie
gehenden Kreises und der quadratischen Entfernung des Cen-
trums dieses Kreises von dem Punkte A oder gleich der mit
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dem Plus- oder Minuszeichen behafteten Potenz
des Punktes A in Bezug auf den durch sie gehen-
den Kreis. Die Potenz eines Punktes in Bezug auf
einen Kreis nennen wir nimlich die Differenz aus
dem Quadrate seines Radius und der quadratischen
Entfernung seines Centrums von jenem Punkte
oder, da, wenn die auf irgend einer Graden des Punktes A
liegenden Punkte des Kreises durch B, C und der innere

Mittelpunkt derselben in Bezug auf sie durch M bezeichnet
werden,

r* — AU? = BU® — AU? — (BM® 4 MU®) — (AM? + MU?)
=BM? — AM®> = — AB.AC

ist, das durch den Punkt und den Kreis bestimmte,

mit dem Minuszeichen behaftete constante Product
aus den Entfernungen des Punktes von den auf dem
Kreise liegenden Punkten einer jeden Graden des-
selben, abweichend von der gewohnlichen Erklirung der Po-
tenz, nach der sie den entgegengesetzten Werth hat; sie ist
positiv, negativ oder Null, je nachdem der Punkt innerhalb,
ausserhalb oder auf dem Kreise liegt. Die Potenz einews
Punktesin Bezugaufeinen Kreisist demnach gleich
der mit dem Plus- oder Minuszeichen behafteten
quadratischen Entfernung des Kreises der mittle-
ren quadratischen Entfernungen jeder beliebiger
drei Punkte des Kreises von jenem Punkte als sei-
nem Centrum und dem Schwerpunkte der dreiPunkte.

Die Potenz des Centrums des durch die Punkte A,, A,, A,

gehenden Kreises in Bezug auf diesen ist gleich dem Quadrate
seines Radius, und daher ein Kreisder (erste) zu seinem
Centrum gehorige Kreis der mittleren quadrati-
schen Entfernungen jeder drei auf ihm liegender
Punkte.

16. In einem Falle nehmen die Coefficienten, die den drei
Punkten A;, A,, A, beigelegt werden miissen, wenn der Punkt
(@,, &g, @g) ihr Schwerpunkt sein soll, eine besonders einfache
Form an, nidmlich wenn die drei Punkte die Fundamentalpunkte
sind; es ist dann m; = @, , m, = a,, m; = @,. Die Coordi-
naten des Punktes («,, @,, «;) sind darnach die Coefficienten,

Schendel, Elemente der anal. Geom. s

N
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die den Fundamentalpunkten beigelegt werden mfissen, wenn
er ihr Schwerpunkt sein.soll, oder, wenn wir die Coefficienten,
die drei Punkten beizulegen sind, damit ein Punkt ihr Schwer-
punkt sei, die barycentrischen Coordinaten dieses Punk-
tes in Bezug auf das durch sie gebildete Dreieck nennen, die
Coordinaten des Punktes in unserm trilinearen
Coordinatensystem sind zugleich seine barycentri-
schen Coordinaten in Bezug auf dasFundamental-
dreieck.

Fiir jeden Punkt A oder (e,, ,, @;) gelten somit in Be-
zug auf ein Dreieck — die Bezeichnung desselben als Funda-
mentaldreieck unterlassen wir in diesem und den néchstfolgen-
den Abschnitten — die Gleichungen :

@ A A ey AgA'y tag AgA'y =(a; +ag +ay). AA’
18. @, . A AT 40, A AL + a5 . A A = (e, + @, +a,). AAS,
und seine Potenz in Bezug auf den demselben um-
schriebenen Kreis ist

S1a,0, -+ Sjage, + Sja, 0, -
(a; + ag + a4)? )
Dieser Ausdruck kann mit Riicksicht auf die im Eingange des
12. Abschnitts stehenden Gleichungen in die Form

8,885 (8195 + Sopapty + Sguypty)
47

oder also wegen der Relationen
4Jr =8,8,8;, 8, = 2rsin A, 8,=2rsin A,, 8; =2rsin A,
in die Form ~ '
4r2  Hals SinA; + pgp,8inA, + pyp,8in A,
’ 2J
iibergefilhrt werden; es erhellt daraus, da offenbar

Mottg SINA; + pgp, SINA, + pypy 8in Ay,
absolut genommen, der doppelte Flacheninhalt des durch die
drei, auf den Seitenlinien des Dreiecks von den zu ihnen senk-
rechten Graden des Punktes bestimmten Punkte gebildeten Drei-
ecks oder, indem wir den Flicheninhalt dieses Dreiecks als den
Potenzinhalt des Punktes bezeichnen, der doppelte Po-
tenzinhalt des Punktes ist, der Satz: Die Potenz eines
Punktes in Bezug auf einen Kreis ist, je nachdem
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erinnerhalb, ausserhalb oder auf dem Kreise liegt,
gleichdem vierfachen Quadrate seines Radius, mul-
tiplicirt mit dem mit dem Plus- oder Minus- oder
beidenZeichen zugleich behafteten Verhaltnisse des
zu jeden drei Punkten des Kreises gehorigen Po-
tenzinhaltes des Punktes zu dem Flicheninhalte
des durch siebestimmten Dreiecks. Der zu jeden drei
Punkten eines Kreises gehorige Potenzinhalt eines jeden Punktes
dieses Kreises ist Null; es liegen daher die drei Punkte,
die auf den Verbindungslinien jeder drei Punkte
eines Kreises durch die zu ihnen senkrechten Gra-
den eines jeden Punktes des Kreises beziehungs-
weise bestimmt werden, auf einer Graden.

Endlich bemerken wir, dass nach Formel 7. des 8. Ab-
schnitts, wenn die Potenz eines Punktes in Bezug auf den
umschriebenen Kreis durch den ihn bezeichnenden Buchstaben
bezeichnet und der Punkt A, durch-die Form (o, , a,, o)
gegeben wird,
53¢y + 830y
o +dgt+dy’
A—sK: +A,=

A A2 s:a’l +sfa'3
o b =g ey
8te’y + 8o,
o+ o, + oy
ist, und dass demnach mit in Folge der Gleichung
AA;=AA; 4+ A
zwischen den Potenzen und der Entfernung zweier
Punkte die Relation :
AL} 4+ A+4A, = 19.
5 (a,a s + a505) 4 8] (a5, + a,0’s) + 8} (0,05 + e, 1)
(@) + ey 4+ a5) (¢, + o, 4 dy)

AIA: + A=

besteht.
17. Die unter 18. gegebene Gleichung
¢y AAs + e, A AL +ay AGAG
ey + a, + a4
__Sjageg + Sjes0, | 850,y
(¢ + a; + a5)?
lisst sich durch Einfilhrung der constanten Gusssen r und A
und der abkiirzenden Bezeichnungen

—AA =0

3*
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I(EK: —r)= 811 2 (m: + m: — 2r® "“s:)
=28a,,4, 0.8 1.
in die Form
85,07 + 8,503 + 85405 + 28,5 50,05 + 285,050, + 23,,0,0,
(¢y + @ + a4)?
+A(r* — AA7) =0 |

bringen. In dieser Form zeigt sie, dass fiir alle Punkte A oder
(ey, @y, a3), die von dem Punkte A, dieselbe Entfernung r
haben, die Gleichung '

aua’ + 2,003 + ag50] + 28,5050, + 284,050,

+ 2a,,0,0, =0
besteht, und dass umgekehrt allen Punkten (e,, «,, a,), di¢
dieser Gleichung geniigen, jene Eigenschaft zukommt; diese
Gleichung stellt daher einen Kreis dar, sie ist die Gleichung

.des Kreises, sofern die Coefficienten derselben von der durch
die obigen Gleichungen gekennzeichneten Beschaffenheit sind
oder sofern fiir sie die Relationen

8gp - 8gy — 2855 = 48], 855 + 8,, — 285, = A5],
811 + 8, — 23, =18}
bestehen, denn dann sind sie von dleser Beschaﬂ'enhelt. Die
Gleichung
a,,a! +a”a +ay 0l +2a,,oz,,cz3 —|—2a“a3a1

+ 2a,,0,0y =10

stellt demnach einen Kreis dar, wenn, -
Ay =28,, + 855 — 28,55, 4y =245 +2,, — 2a,,,
Ay =38,, + 8,5 — 28,

gesetzt,
Ay:dg:dg =28}:83:8}
ist, und der Ausdruck
’1 +35 +’a "n“x 84505 +85505 + 2855055 285,050, 4-28,40,%
A, (@ Fag+ a5 -
ist offenbar die Potenz des Punktes (o,, @, ;) il
Bezug auf diesen Kreis. Man kann diesem Ausdruck auch
die Form
Sja,a; 4 slege, 4 sle e,
(@ + a3 + a3)*
8) 485+ 85 8,0, + 85,05 + 85404
l G Ay 445" a, +ag 4+ a,
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geben, und erkennt daraus, dass die Punkte, die in Bezug auf
jenen Kreis und den dem Fundamentaldreieck umschriebenen
Kreis gleiche Potenzen haben, auf der Graden |a,,, 8,,, 8]
liegen; der Ort des Punktes, der in Bezug auf zwei Kreise
gleiche Potenzen hat, ist darnach eine Grade, die Grade
der gleichen Potenzen in Bezug auf jene Kreise.

Selbstverstandlich entspricht dem Kreise als dem Orte aller
Punkte, die von einem Punkte dieselbe Entfernung haben, dua-
listisch eine Curve, die von den Graden umhiillt wird, die alle -
von einer Graden dieselbe Entfernung haben, und diese Curve
ist in analoger Weise durch eine Gleichung von der Form

01187 - 0598; + 05,87 + 20,58585 + 205,843,
+ 2a,58,8, =0

unter der Bedmgung, dass die Grossen a,, + az; — 20,4,
g5 4 @1y — 2¢4,, @;; + @9, — 2¢,, sich der Reihe nach
wie die Grossen o2, 63, o2 zu einander verhalten, gegeben.
Die sammtlichen durch eine homogene Gleichung zwei-
ten Grades dargestellten Curven werden Kegelschnitte
genannt; von ihnen handelt der zweite Theil dieser Schrift.

18. Die Potenz des Schwerpunkts des Dreiecks
(1, 1, 1) in Bezug auf den umschriebenen Kreis ist

8] +8; + 83 6} 4 o3 4 o}
R 32 ’

Das Quadrat der dreifachen Entfernung des Schwer-
punkts eines Dreiecks von einem der Punkte des
umschriebenen Kreises, die auf der zu der Euler-
schen Graden des Dreiecks, d. i. der Verbindungslinie
des Centrums dieses Kreises mit dem Schwerpunkte, senk-
rechten Graden des Schwerpunkts liegen, ist dar-
nach gleich der Summe der Quadrate der Seiten des
Dreiecks.

Die Form des Centrums desumschrlebenen Krei-
ses ist, weil dasselbe der Durchschnittspunkt der zu den Seiten-
linien des Dreiecks senkrechten Graden ihrer inneren Mittel-

punkte ist und demnach r? — % =4istcot?2A,, u.sf seine

senkrechten Quadratabstinde von den Seitenlinien sind,
(sjcot Ay, 83 cot Ay, 83cof Ag)

-2 oder
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oder )
(1 —cot A;cot Ay, 1 —cotAgcotA,, 1 — cot A, cot A,).
In dieger letzteren Gestalt weist sie hin auf die Punkte

(cot A, cot Ay, cot Ay cot A, cot A, cot A,)
(1 4-cot A, cot A;, 14 cot A; cot A,, 1 4+ cotA, cotA,).
Der erste von diesen Punkten, die wir durch H und F bezeich-
nen, ist der sogenannte Hohenpunkt des Dreiecks, der
Punkt, durch den, wie wir am Ende des 11. Abschnitts be-
merkt haben, die durch die Eckpunkte des Dreiecks gehenden,
zu seinen Seitenlinien senkrechten Graden hindurchgehen, der
zweite das Centrum des sogenannten Feuerbachschen
Kreises d. i. des Kreises, der durch dié¢ Durchschnittspunkte
dieser Graden mit den Seitenlinien oder die Hohenfusspunkte
des Dreiecks hindurchgeht. Denn mit Riicksicht auf die Formeln
87 cot A, 48] cot A, 48} cot Ag = 4J
cot A, cotA + cot A, cotA -+ cot A, cotA, =1
8} cot A, cot A -+ s"cot A, cot A, + s' cot A, cot A,
s’s’s’

=3. g7 — G +8+5)
’ ’ S's‘s’
4J cot A, cot Ay cot Ay =8} 48] + 82 —2 4,]5
findet man leicht die Petenz dieses zweiten Punktes
B8 TE_ .
F=- 2 4r
und.darnach .
= 3 tAa <+ cot Ay, + cot Agze
2y AT __ gy COtA,a, 20 3%
AR+ 4 T o 4 ag + 0y

und sieht daraus, dass der Ausdruck
sla,0, 8300, 483 0, —J. cotA e, +cot A,a, -} cot Asa,
(o) + a3 + a4)? a;, +a;+ a
der fiir die bezeichneten, durch die Formen (0, cot A4, cot A,),
u. s. f. darstellbaren Punkte verschwindet, die Potenz des Punk-
tes (a,, @4, @) in Bezug auf einen Kreis ist, dessen Centrum
der Punkt F und dessen Radius der halbe Radius des umschrle-
benen Kreises ist.
Die Potenz des Hohenpunkts in Bezug auf den umschriebe-
nen Kreis ist

H=4JcotA, cotAycot A,
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und darnach
e ; . cot A e, 4 cot A,a, 4 cot A,a,
AH" + A + JH=2J. o F o, + o,

Fir das Centrum des umschriebenen Kreises ist natiirlich
AU 4+ A —r2=0,
fir den Schwerpunkt — er sei durch S bezeichnet —

—a2 98— sjo, 4+ sja, 4 sja,
AS" 4+ A —28 ¥. o Fo, o,

oder.
g, + oja, 4 oja,
o oyt ey

AS® +-A=34.

oder endlich
- ' t A, -+ cot Aja, + cot A e
AS? 4 A — 1§ =— 3J. 0t % 2% 8%
+ i . ay 4+ oy + o4
Die Annahme cot A e, + cot A,a, + cot Agag =0 be-
dingt hiernach die Gleichungen

A—-Z—AF’—-—}H AH® =38 — AS%;

es folgt daraus, dass die Grade
[cot A, , cot A,, cot A,]
die Grade der gleichen Potenzen ist in Bezug auf den
umschriebenen und den Feuerbachschen und zugleich in Bezug
auf einen Kreis, dessen Centrum der Hohenpunkt und dessen
quadratische Entfernung von ihm seine halbe mit dem Minus-
zeichen behaftete Potenz in Bezug auf den umschriebenen Kreis
ist, — er heisse kurz der Kreis um den Hohenpunkt ---
und endlich einen Kreis, dessen Centrum der Schwerpunkt und
dessen quadratische Entfernung von ihm seine halbe Potenz in !
Bezug auf den umschriebenen Kreis ist.
Die Potenz des Punktes (,, a,, @g) in Bezug auf den - 5
Kreis um den Hohenpunkt ist :
Sjaaag +8jag0, +s:ala,_2J cotA a,+cotA e, +CotA a,
(o) + a3 + a,)? ) o o, +ag
— sie kann demgemaiss auch in der Form
—9J. cot A a? 4 cot Aja} - cot Agal
(2y + a3 + a5)¥
gegeben werden — und folglich ist, wie ein Blick auf den oben
gegebenen Ausdruck fir die Potenz in Bezug auf den Feuer- i

P

-
B T P T Y ra
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bachschen Kreis zeigt, die Potenz eines jeden Punktes
in Bezug auf den Feuerbachschen Kreis gleich dem
arithmetischen Mittel zwischen seinen Potenzen in
Bezug auf den umschriebenen und den Kreis um
den Hohenpunkt. )

Die Grade [s}, s, 83| ist der Ort des Punktes, dessen Po-
tenz in Bezug auf den umschriebenen Kreis gleich ist der Diffe-
renz aus der doppelten Potenz des Schwerpunkts und.dessen
quadratischer Entfernung von ihm, die Grade |o}, o3, o3| der
Ort des Punktes, fir den sie gleich ist seiner mit dem Minus-
zeichen behafteten quadratischen Entfernung vom Schwerpunkte.
Diese Graden sind der Graden jcot A,, cot A;, cot A;| und
. auch der Graden |cot .4,, cot 4,, cot .4,| parallel, weil 3s}
+ 30} =2 (8% 4 83 4 83) =48} - 8J cot A, u.s.f. ist.

Der Schwerpunkt und der Héohenpunkt des Drei-
ecks und die Centra des umgeschriebenen und des
Feuerbachschen Kreises liegen auf der Eulerschen
Graden, sie sind vier harmonische Punkte und mit
emander verkniipft durch die Relation

FS:SU:HF:HU =1:2:3:6;
das ergiebt sich aus ihren Formen, theils unmittelbar, theils ver-
mittelst der Formel 9. des 8. Abschnitts durch die Glelchungen
2FS = 8SU, 3SU = 2HF, 2HF = HU.

Diese Proportion zeigt insbesondere, dass die Verbindungs-
linie der Centra des Feuerbachschen und des umschriebenen
Kreises durch den Schwerpunkt innen und durch den Hohen-
punkt aussen nach dem Verhaltniss 1:2 d. i. nach dem Ver-
haltnisse der Radien der genannten Kreise getheilt wird. Man
nennt die beiden Punkte der Verbindungslinie der Centra zweier
Kreise, die diese innen und aussen nach dem Verhiltnisse ihrer
Radien theilen, den inneren und den dusseren Aehn-
lichkeitspunkt der Kreise; durch den inneren gehen alle
Graden, welche die auf entgegengesetzten, durch den dusseren

alle, welche die nicht auf entgegengesetzten Seiten jemer Ver- -

bindungslinie auf den Kreisen liegenden Punkte paralleler Dia-
- metrallinien verbinden, und jede durch sie gehende Grade wird
durch die Kreise beziehungsweise innen und aussen nach dem
Verhaltnisse ihrer Radien getheilt. Darnach ist der Schwer-
punkt der innere und der Héohenpunkt der dussere
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Aehnlichkeitspunkt des Feuerbachschen und des
umschriebenen Kreises; jede Grade des Schwer-
punkts wird durch diese Kreiseinnen und jede Grade
des Hohenpunkts aussen nach dem Verhaltniss 1:2
getheilt. Der Feuerbachsche Kreis geht daher u. a. durch
die Seitenmittelpunkte des Dreiecks.

Vier merkwiirdige Punkte des Dreiecks — als merkwiir-
dige Punkte und Grade des Dreiecks- sind alle solche Punkte
und Graden anzusehen, deren Coordinaten gleichgebildete Func-
tionen der Seiten und Winkel des Dreiecks sind — sind ferner
dic Punkte
(31’ 8g, S3), (_ 814 By, S,), (sn — 8y, 83)9 (31, 83y — 83),
— wir bezeichnen sie kurz durch E , E,, E;, E;. Ihre Formen
zeigen sofort, in welcher Beziehung sie zu dem Dreieck stehen;
ihre senkrechten Abstinde von den Seitenlinien des Dreiecks
sind, abgesehen von den zugehorigen Vorzeichen, einander
gleich. Die vier Punkte sind die Centra der sogenann-
ten ein- und angeschriebenen Kreise des Dreiecks. Die
Radien dieser Kreise sind

2J 27 2J 2J
§; + 8y + 83" —8;, +8, 48, 8, —8; +85’ 8, +8;,—85,
und seien durch ¢,, ¢,, €2, 05 bezeichnet, es bestehen zwi-
schen ihnen die leicht erfindlichen einfachen Relationen
00010:05=J% —oo+0,+0. +93 =4r, L =141 1,
€ 01 02 @3
die beiden letzten sind specielle Fille der aus der Gleichung 18. -
sich ergebenden Relation
EA’ _ENA’ 4 E,A° 4 EA*
Qo (4 02 Qs

Die Verbindungslinien der Centra der angeschriebenen
Kreise mit den entsprechenden Eckpunkten des Dreiecks gehen
durch das Centrum des eingeschriebenen Kreises.

Die Potenzen der Centra der ein- und angeschriebenen
Kreise in Bezug auf den umschriebenen Kreis sind

8,8,84 — 8,8,8, — 818,85 — B,8,8
By + 8y + 85 — 8, 8,85’ 8, —8, 485" 85, 8, —5,
oder also

2rey, — 2roy, — 2r@,, — 2ro4,
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in Bezug auf den Kreis um den Hohenpunkt
— 2¢3, — 207, — 203, — 2¢;
und demgemdss in Bezug auf den Feuerbachschen Kreis

@ (r—eo)y —e1(r+e1), —ea (r+ez), —es (r+ e5)
Aus diesen letzteren Ausdriicken erkennen wir in Erinnerung
an die Bedeutung der Potenz den Satz: der Feuerbachsche
Kreis wird von dem eingeschriebenen innen und von
den angeschriebenen Kreisen aussen berihrt.

4 Fiir die Centra der ein- und angeschriebenen Kreise er-
hilt man aus der Gleichung 19. die Gleichungen

T Al —_BaB3@y -+ 88,05 1 8,8,

E A" +2E, 4+ A= o, oy F o

BgS5y — 848,05 — 8,8,04

oy +a; 4oy

E.A? - 9E — — B3B3y {848,009 — 8,850,
$A"+2E;, + A e o, o

E.A? 4 %E A = 838801 — 848,&; + 8,8,
i A oy + ey + o4

und durch Addition derselben die Gleichung

E,A'+4+E,A* +E,A* +-E,A*+2(E, +E, +E, + Ey
, 1 4A =0
oder also, da wegen — ¢, + ¢, + 05 + 05 = 4r
E,+E, +E;, +E; = — 8

ist, die Gleichung

4A = 16r* — (E,A* 4 E,A* 4 E,;A* +-E,A%).
Die vierfache Potenz eines Punktes in Bezug auf
einen Kreis ist demnach gleich dem um die Summe
seiner quadratischen Entfernungen von den Cen-
tren der ein- und angeschriebenen Kreise eines
jeden durch drei Punkte des Kreises bestimmten
Dreiecks verminderten sechszehnfachen Quadrate
des Radius des Kreises. Die Summe der quadratischen
Entfernungen eines jeden Punktes eines Kreises von den Centren
der ein- und angeschriebenen Kreise eines jeden durch drei
Punkte des Kreises gebildeten Dreiecks ist gleich dem sechs-
zehnfachen Quadrate des Radius des Kreises.

Der letzten Gleichung kann auch, wenn wir durch E den

E,A* +2E, + A=
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Schwerpunkt der mit gleichen Coefficienten behaftewn Punkte
Ey, E,, E;, E; bezelchnen die Form

, A =4r* — EA?
oder also die Form
EA* —AU® =3

gegeben werden; aus derselben und der nunmehrigen Bestim-
mung des Schwerpunkts E vermittelst der Form 16. ergiebt
sich der Satz: Der Schwerpunktder mit gleichen Coef-
ficienten behafteten Centra der ein- und ange-
schriebenen Kreise des Dreiecks ist das Centrum
desumschriebenen Kreises,und der Radius des Krei-

ses der mittleren quadratischen Entfernungen jener
Punkte ist mit der Gleichung

E,E}! 4+ E,E} + E,E; + E,E; + E,E} + E,E] — 48r*

gegeben. Das Centrum eines Kreises ist der Schwer-
punkt der mit gleichen Coefficienten behafteten
Centra der ein- und angeschriebenen Kreise eines
jeden durch drei Punkte des Kreises bestimmten
Dreiecks, und derjenige Kreis, dessen quadratische
Entfernung von ihm dreimal so gross ist, als die
des gegebenen Kreises, ist der (erste) Kreis der
mittleren quadratischen Entfernungen jeder vier
also bestimmter Punkte.

Die Centra der ein- und angeschriebenen Kreise sind die
vier Durchschnittspunkte der sechs Winkelhalbirungslinien des
Dreiecks, und da die Winkelhalbirungslinien eines jeden Eck-
punkts zu einander senkrecht sind, so ist jedes Centrum der
Hohenpunkt des durch die drei iibrigen bestimmten Dreiecks
und zu den vier durch die Centra bestimmten Dreiecken gehort

als Feuerbachsches Dreieck — wir bezeichnen so der

Kiirze wegen das durch die Hohenfusspunkte eines Dreiecks
gebildete Dreieck — das Dreieck selbst. Daraus folgt: Die
Eckpunkte eines Dreiecks und dessen Hohenpunkt sind die
Centra der ein- und angeschriebenen Kreise des Feuerbach-
schen Dreiecks; jeder dieser- vier Punkte ist der Hohenpunkt
des durch die tibrigen bestimmten Dreiecks; das Feuerbachsche
Dreieck gehort als solches zu allen vier durch sie bestimmten
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Dreiecken, und die diesen umschriebenen Kreise ha.ben deshalb
sammtlich gleiche Radien.

Wir bezeichnen solche Punkte und Grade, deren Coordi-
naten reciproke Form, als einander in Bezug auf das Dreieck
reciprokformig entsprechend, und in gleicher Weise
solche, deren Coordinaten gleiche Form gegeben werden kann,
als einander in Bezug auf das Dreieck gleichférmig ent-
sprechend; darnach entsprechen sich z. B. reciprokférmig der
Hohenpunkt (cot A, cot Ay, cot A; cot A,, cot A, cot A,) und
die Grade der gleichen Potenzen |cot A,, cot A,, cot A4|. Die
Construction der einem Punkte oder einer Graden reciprok- und
gleichformig entsprechenden Punkte und Graden wird weiter-
hin erhellen aus Siatzen des 27. Abschnitts.

Die Gleichung des umschriebenen Kreises ist, weil die Po-
tenz eines jeden seiner Punkte in Bezug auf ihn Null ist,

slaygoy + Bjage, + sia,ay = 0;

es gilt daher fiir alle Punkte des Kreises mit Ausnahme der
Eckpunkte des Dreiecks die Gleichung

B8 8B

E:-+-&;.+.“s__
und folglich der Satz: Die den Punkten des einem Dreieck
umschriebenen Kreises mit Ausnahme der Eckpunkte
des Dreiecks in Bezug auf dieses reciprokformig
entsprechenden Graden gehen durch einen Punkt
und reciprokférmig entsprechenden Punkte liegen
auf einer Graden; dieser Punkt und diese Grade ent-
sprechen sich gleichformig, ihre Formen sind

(s, 83, 83), [87, 85, 83l

Die Summe der mit den Constanten x,, x4, x, multipli-
cirten Quadrate der Flicheninhalte der durch den Punkt (o,,
a,, a,) mit den Eckpunkten des Dreiecks gebildeten Dreiecke ist

J2 (xy0} + ng0f + ng0y)

(@ 4~ a3 +ag)*
Wir schliessen daraus, wie in der That in bekannter Weise als
richtig sich erweist: Der Punkt (e,, a;, @;) hat vor allen
andern Punkten die Eigenschaft, dass fiir ihn die

Summe der mit den Constanten 1, 1, 1 multipli-
o, &, ag
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cirten Quadrate der Flicheninhalte der mit den Eck-
punkten gebildeten Dreiecke oder dass fiir ihn die

. s} s} s}
Summe der mit den Constanten X, -%, a' multipli-
2 8

cirtensenkrechten Quadratabstinde von den Seiten-
linien ein Minimum ist. Insbesondere ist daher der
Schwerpunkt (1,1, 1) derjenige Punkt, fiir den die
Summe der Quadrate der Flicheninhalte der mit
den Eckpunkten gebildeten Dreiecke, und der Punkt
(s*, 82, 8?) derjenige Punkt, fir den di¢ Summe der
senkrechten Quadratabstinde von den Seitenlinien
ein Minimum ist. Diese Punkte entsprechen sich hiernach
gewissermassen; dasselbe gilt auf Grund des angegebenen Satzes
von jéden zwei Pnnkten, deren Coordinaten, beziehungsweise
mit einander multiplicirt, den Grossen s}, s}, s; proportionale
Producte ergeben, die also durch die Formen (a,, @;, a,) und

a,’.a,

in Bezug auf das Dreieck isogonal entsprechende Punkte
auf Grund des ihre gegenseitige Lage belenchtenden Satzes:
Die drei Graden der Eckpunkte des Dreiecks, die
so gelegen sind, dass in Bezug auf sie und die drei
durch den Punkt (o, @;, a;) gehenden Graden der
Eckpunkte beziehungsweise die Winkelhalbirungs-
linien des Dreiecks Winkelhalbirungslinjien sind,

3 H)
gehen durch den Punkt (— 5 2— eines Satzes, der

3/

sofort aus der Formel 3. des 7. Abschmtts erhellt, wenn man
die Verbindungslinien der Punkte (81, 83, 83), (a;, a4, ay),

s; 8; s} .
(—, 5 —) z. B. mit dem Punkte (1, 0, 0) in der Form

a,’ oy’ oy

g 8y s} . . .
(—‘- o a—' gegeben werden konnen; wir nennen sie einander
3

ISS, —-Sala Iam —asl, Z—s, .
entsprechende Punkte sind z. B. der Hohenpunkt und das Cen-
trum des umschriebenen Kreises; die Centra der ein- und an-
geschriebenen Kreise entsprechen isogonal sich selbst; den Punk-
ten des umschriebenen Kreises entsprechen mit Ausnahme der
Eckpunkte des Dreiecks isogonal die unendlich fernen Punkte.
Die in analoger Weise einander isogonal entsprechenden Graden
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o* o o
1 _!’ —3| dar-

sind durch die Formen |e,, ¢;, a5 und |2,
- 8y 85 83

stellbar. '
In paher Beziehung zu dem Punkte (s?, s, s!) — oder
M, — stehen besonders die Punkte
(— s?y 8:) s:)a (S:, ——S:, S:), (Sl'a ,S:’ - s:)', ’
die wir M,, M,, M; heissen. Aus den fiir sie geltenden Glei-
chungen

ﬂ’ M — 28:8:(!1
A A e @ W e
Yars Y 288t
MAT M, +A=(s: — 8} +s:)'(<;12+ oy + ag)
e X 2s%siar
MA M+ A = o = o T & T 60
ergiebt sich M, — — M,A; = — M,A}, u. s f und damit,

dass die Punkte M,, M;, M; die Durchschnittspunkte
der durch die Eckpunkte des Dreiecks gehenden
Graden (Tangenten) des umschriebenen Kreises sind;
ihre Verbindungslinien mit den gegeniiberliegenden Eckpunkten
gehen durch den Punkt M,. -

Die Punkte M,, M,, M, sind die Centra dreier Kreise,
die einander in den.Eckpunkten des Dreiecks berithren, und

also die Centra dreier Kreise, die einander und deren jeder -

zwei Seitenlinien eines bestimmten Dreiecks beriihren, die
Centra der drei sogenannten Malfattischen Kreise eines
bestimmten Dreiecks.

Zu allen vier Punkten My, M,, M,, M, gelangt man in
einfacher Weise durch den folgenden leicht beweisbaren Satz:
Trigt man auf den durch einen Eckpunkt des Dreiecks gehen-
den Seitenlinien vom Eckpunkte aus nach beiden Seiten hin
wechselseitig die auf ihnen liegenden Seiten des Dreiecks ab,
zieht durch die dadurch erhaltenen Punkte zu denselben Seiten-
linien parallele Grade und verbindet deren Durchschnittspunkte
mit einander durch Grade, so gehen die so erhaltenen zwei
Graden durch jenen Eckpunkt, und die simmtlichen in dieser
Weise bestimmten sechs Graden der drei Eckpunkte gehen zu
dreien durch die Punkte M,, M,, M, M;.

-Zum Schluss bemerken wir mit einem Hinweis auf die
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Formeln 3s% 4 3¢% = 4s? + 8J cot A, = 40} + 8J cot A,
=2} + 82+ 8}) = 2(a} + 0} + 0}), w8 f und die For-
mel 9. des 8. Abschnitts, dass die Punkte

(S:, S:’ 8:), (":’ 0:1 0:)

(cot A,, cot A;, cot A), (cot 4,, cot 4,, cot A4,)
simmtlich auf einer Graden des Schwerpunkts liegen, und zwar
so, dass dieser, zwischen den Punkten (s}, s}, s}), (cot A,,
cot 4,4, cot 4,) und den Punkten (¢}, 03, 03), (cotA,, cot A,,
cot A;) gelegen, von den Punkten (s}, s}, s}), (07, 03, 03) und
den Punkten (cot A,, cot A,, cot A;), (cot4,, cotA,, cot 4,)
gleich weit und von den Punkten (83, 82, 8%), (a2, 3, 63) halbmal
so weit entfernt ist, als beziehungsweise von den Punkten
(cot A,, cot A, cot Ay), (cot 4,, cot 4,4, cot 4;). Von dem
Héhenpunkte (cot A, cot A,, cot Ag cot A,, cot A, cot A,) kann
man hiernach durch Construction vermittelst des ihm reciprok-
formig entsprechenden Punktes (cot A,, cot A,, cot A,), des
Schwerpunkts und des Punktes (cot 4,, cot .4,, cot 4,) zu
der diesem Punkte reciprokformig, dem Hohenpunkte dualistisch
entsprechenden Graden |cot .4, cot .4, cot .4 cot A,, cot 4,
cot 4,|, und in umgekehrter Weise von dieser Graden zu jenem
Punkte gelangen.

19. Bezeichnen m,, m,, m, die barycentrischen Coordi-
naten des Punktes (e,, a;, og) und g,, pu,, ug die der Graden
[8,, ay, a5| in Bezug auf das im 14. Abschnitte durch die
Coordinaten seiner Eckpunkte und Seitenlinien gekennzeichnete
Dreieck, so haben die im Eingang des 15. Abschnitts gegebenen
und die diesen entsprechenden Gleichungen statt; sie nehmen

Adm,
@y +agy oy’
dmg . Admg . Au,
@yy gy + @g5’ @5y + a5y + 055" 85+ 815 + 8,4’
Aduq Apsg
83, + 835 + 855 ° 855 + 855 + 843
o), oy, o'y oder o, oy, oy; &, &4, &'y setzt, - und lau-
ten dann ‘
4a' =a,, 0,48, 50,42, ,0,, 40, =0a,,8, + 38,8,
da:n =8g,0,+ 85308550y, 40/ =058, 40548+ 05,8,
A0 g==ag 0+ 8g50g83 504, 40 s =048, +Ug8y + 05584

eine elegantere Form an, wern man fir

in ihnen &', a'y, a'y;
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A3 =a 0 \+8y,0 85,0, Ja, =0, 8", +0;,8" 0y, 8,
Aag =0, ,0 14850 ;18450 5, oty =0, 38"+ 04,8 3+ 0558’3
Aag==0, 50, +8q30 38350y, Jog=01;58';+ 0558 340"
oder beziehungsweise
A0 =8, 10,48, 038,504, 48’ =0, 8, + &y 48, 4@, 58,4
Ad =8y ,0,8y 5058450y, A8y =08, 4 4,8, 45,84
Ao yg=8g,0, 48550318430y, M0 =0y ,8, g8, +ag484
A8, =28, +8,,8", 48,8y, Jo,=a, ¢ +a;,05ag,d
Aag =08, 48 8558 38558y, Jog=0r30" 0550 g0
dag==8,48' 18,38 385485, Sy =0, 30", 40550 ytag,50 5.

Die Form dieser Gleichungen legt es nun nahe, die Gréssen
oy, oy, o'y und &', &'y, a'y als die Coordinaten eines Punktes
und einer Graden aufzufassen; es sind alsdann durch sie Punkte
und Grade zu einander in Beziehung gesetzt oder die Abhingig-
keit zweier Systeme von Punkten und Graden in Bezug auf ein
Dreieck gegeben.

Die vier ersten Gruppen von G]elchungen weisen auf ein
Entsprechen von Punkten mit Graden und von Graden mit
Punkten, eine Beziehung, die als Reciprocitit bezeichnet

wird. Jedem Punkte des einen Systems entspricht eine Grade

des andern und jeder Graden des einen ein Punkt des andern;
der Uebergang von dem ersten zum zweiten Systeme wird durch
die zwei ersten und der Uebergang von dem zweiten zum ersten
durch die zwei letzten jener vier Gruppen vermittelt. Die
Punkte liegen auf den ihnen entsprechenden Graden und die
Graden gehen durch die ihnen entsprechenden Punkte im All-
gemeinen nicht; alle Punkte («,, @;, @;), mogen sie dem einen
oder dem andern Systeme angehéren, die auf den ihnen ent-
sprechenden Graden liegen, sind Punkte des Kegelschnitts
85,07 + 85505 + 85503+ (855 + 85,) @304
+ (851 + a;5) aga, + (8,5 + 85,) @0, =0
und alle Graden |a,, a,, &4/, mogen sie dem einen oder dem
andern Systeme angehéren, die durch die ihnen entsprechenden
Punkte gehen, Grade des Kegelschnitts
;18] + @g583 + @3385 + (@55 + @5,) 8584
+ (@5, + @,5) 853, + (0,5 + 05,) 2,8, =0,
denn die erste dieser Gleichungen kann in -der Form (a,,a,
+ a0, + a,505) ¢y + ---=0 und (a,,c, + a5,
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+ a4,a5) @; + ---=0 und in analoger Weise auch die zweite
dargestellt werden.

Im Allgemeinen entspricht dem einer Graden entsprechen-
den Punkte diese Grade und der einem Punkte entsprechenden
Graden dieser Punkt nicht; nur wenn die Indices der Grissen
aund ¢ — das eine zieht das andere nach sich — mit einander
vertauscht werden konnen, obhne dass der Werth dieser Grossen
dadurch geindert wird, nur dann findet dieses wechselseitige
Entsprechen statt: jedem Punkte entspricht eine Grade und
dieser Graden jener Punkt, und jeder Graden entspricht ein
Punkt und diesem Punkte jene Grade. Dieses durch die zwei
ersten oder die zwei letzten der vier ersten Gruppen, in denen
alsdann die Strichelchen wegfallen, characterisirte EntSprechen
wird, eine specielle Art der Reciprocitit, als Polarreci-
procitit bezeichnet. Die Punkte («,, @4, @;), die auf den
ihnen entsprechenden Graden liegen, und die Graden |a,, a,,
ag|, die durch die ihnen entsprechenden Punkte gehen, sind
Punkte und Grade eines Kegelschnitts, des in Punktcoordi-
naten durch die Gleichung

a0} 4 8,50] 4 85307 + 28450,05 - 285,050,
+ 2a,,¢,00g =0
und in Liniencoordinaten durch die Gleichung
@,,8] 4 0458; + 5587 + 20, 58,85 + 204,848,
"+ 2a,5a,8; =0
dargestellten Kegelschnitts, da beide Gleichungen in der ge-
meinschaftlichen Form .
a,a, + a0, 850, =0
darstellbar sind. Die einem Punkte entsprechende Grade wird
die Polare des Punktes und der einer Graden entsprechende
Punkt der Pel der Graden in Bezug auf diesen Kegelschnitt
genannt.

Durch die vier letzten Gruppen dagegen wird ein Ent-
sprechen von Punkten mit Punkten und von Graden mit Graden
vermittelt. Jedem Punkte des einen Systems entspricht ein
Punkt des andern und jeder Graden des einen eine Grade des
andern; der Uebergang von dem ersten zum zweiten Systeme
geschieht vermittelst der zwei ersten und der Uebergang von

dem zweiten zum ersten vermittelst der zwei letzten jener vier
Schendel, Elemente der anal. Geom., 4
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Gruppen. Den Graden eines Punktes entsprechen die Graden
des ihm entsprechenden Punktes und den Punkten einer Gra-
den die Punkte der ihr entsprechenden Graden. Diese Be-
ziehung zwischen Punkten und Graden wird als Collinear-
verwandtschaft bezeichnet.

Die vier letzten Gruppen sind aber noch in einer andern
Beziehung von Bedeutung, indem sie ndmlich zur Beantwortung
der Frage nach den die in Bezug auf zwei Dreiecke als Funda-
mentaldreiecke gegebenen Coordinaten eines Punktes und eimer
Graden verbindenden Relationen oder zur Erledigung der soge-
nannten Coordinatentransformation fihren. Die Grossen
oy, oy, o'y und @'y, &4, a'5 sind die Coordinaten des Punktes
(¢,, @g, ag) und der Graden |a,, a,, a4 in Bezug auf das
durch die Punkte p

' (@y1s @95 @15), (@54 g9, @33), (@34, @55, @33)

und die Graden

[851, Bras 813y [Bgas Baps Byl [B31, Bygy B4

gegebene Dreieck, wenn dieses als Fundamentaldreieck auf-
gefasst wird, und die vier letzten Gruppen von Gleichungen
geben den Zusammenhang zwischen den in Bezug auf das Funda-
mentaldreieck und den in Bezug auf dieses auch als Funda-
mentaldreieck aufgefasste, durch die Coordinaten seiner Eck-
punkte und Seitenlinien gegebene Dreieck genommenen Coordi-
naten eines Punktes und einer Graden, sofern, was stets be-
wirkt werden kann, die Coordinaten der Eckpunkte dieses
Dreiecks der Relation '

@y F oy Fo g =0y, oy ey =05, + @39 + a4
oder die Coordinaten seiner Seitenlinien der Relation

851+ 85, + 85, =83+ 85 + 859 =2,5 + 833 + 355
— die eine zieht die andere nach sich — geniigen. Denn unter
dieser Bedingung, das brauchen wir zur Bestatigung dessen nur
" anzufithren, sind die Grossen o';, o'y, &'y proportional den
barycentrischen Coordinaten des Punktes (e,, @;, @,) in Bezug
auf das in Rede stehende Dreieck und also, wie aus dem Um-
stande, dass die Coordinaten eines Punktes seine barycentrischen
Coordinaten in Bezug auf das Fundamentaldreieck sind, ge-
schlossen werden muss, die Coordinaten des Punktes in Bezug
auf jenes Dreieck, wofern ein Punkt, der der Schwerpunkt von
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Punkten ist, bei einer Lagenverinderung des Fundamentaldrei-
ecks es auch bleibt, was in der That der Fall ist, weil der
Schwerpunkt von der Lage der unendlich fernen Graden ab-
hangig ist und diese, da es fiir uns in der Ebene nur eine
einzige unendlich ferne Grade giebt, bei einer Lagen-
verinderung des Fundamentaldreiecks sich nicht &ndert. Uebri-
gens erkennt man leicht, dass ohne die obige einschrinkende
Relation der Zusammenhang zwischen den beiden Coordinaten-
systemen durch dieselben Gleichungen gegeben ist, wenn in
Oy eyt 0y 05+ 0y + a5

. {_,’ H J [
%1+ a}’ + %3 gividirt und a',, a'y, &'y mit denselben Gros-

sen multplicirt gedacht wird.

Beachtenswerth ist an dieser Stelle die Bemerkung, dass
eine Grade, die die Schwerlinie von Graden ist, bei einer Lagen-
verinderung des Fundamentaldreiecks es im Allgemeinen nicht
bleibt, weil die Schwerlinie von der Lage des endlich fernen
Punktes abhiingig ist und diese sich bei einer Lagenverinderung
des Fundamentaldrejecks im Allgemeinen &ndert. Die unend-
lich ferne Grade ist eine feste Grade, der endlich
ferne Punkt ein willkiirlicher Punkt; dies ist das
Einzige, das in gewisser Beziehung die Dualitit
zwischen Punkt und Grade stort, und begriindet in
der Natur dieser Elementargebilde: der Punkt hat
keine, die Grade eine Ausdehnung.

20. Nach der Formel 8. des 8. Abschnitts besteht zwi-
schen den Entfemungen des Punktes (a,, @4, a;) oder A von
dem Punkte («',, o5, o'4) oder A’ und dem Punkte (x, »') oder
B die Relation '

¥ (@, + oy +d'y) AN = (x (¢, + a3 + ay)

+ % (o, + oy + o)) AB -
und also zwischen den Entfernungen des Punktes A von dem
Punkte A’ und dem Durchschnittspunkte B der Verbindungs-
linje dieser Punkte und der Graden |a,, a;, a,4| die Relation

AN ap, + 8,05 + 850y oy + ag + a4 1
AB 8,0, + a0 + 850, o, +0oy 4oy
Bedeaten daher u,, 'y, - - constante Grossen, A, A,, - - die
4%

ihnen o ;, o;, @'y durch
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Durchschnittspuukte irgend einer beliebigen, sagen wir, durch

den beliebigen Punkt (o',, o';, o) gehenden Graden des Punk-

tes A, oder (e,, a;, ay) und der Graden 4,, 4,, - - oder

|81y 819y B1gly [Bg1s B34y Bggl, - - und A den Durchsehnitts-

punkt derselben Graden und der Graden .4 oder

| #18y, + 8y, .

[ayyey 4 8500 + 8,505 T 85,0, + 85,0, + 84504
18y + # 85

8,10 + 8,50 + 8,305 1 85,0, 4 8,50, + 85,50,
#1dys + #38g4

8510, 8,505 8,405 85,0, 85,05 4 84,04

8o hat offenbar die Gleichung

-

ts s o _ Wit t--
AA TAA T =7 2an

statt. Die Summe der mit den Coefficienten u/',, 4, --
versehenen reciproken Entfernungen des Punktes
A, von den auf den Graden 4,, 4,, -- durch eine
jede Grade desselben bestimmten Punkten ist also
gleich der mit dem Coefficienten g'; + 'y +-- ver-
sehenen reciproken Entfernung des Punktes von

dem durch dieselbe Grade auf der nur von der Lage’

des Punktes und der Graden und den Coefficienten
abhingigen Graden 4 bestimmten Punkte. Wir
nennen diese Grade .4 die Centrale der mittleren reci-
proken Entfernungen des Punktes A, von den Gra-
den ', . A4, W'y. 4y, --. Sieistdie Schwerlinie der
Graden u, . A4,, uy.A,, - -, wenn die Verhiltnisse ¢, : u,,
@'y : pg, - - proportional sind den Parallelabstinden der Graden
A,, A, -- von dem Punkte A, in Bezug auf jeden beliebigen
Punkt. Insbesondere ist die Centrale der mittlerenreci-
proken Entfernungen des endlich fernen Punktes
von den Graden u,.4,, uy.4,, -- die Schwerlinie
dieser Graden.

Im Allgemeinen kann natiirlich jede Grade als- Centrale
der mittleren reciproken Entfernungen eines Punktes von ge-
gebenen Graden angesehen werden, wenn diesen geeignete Coef-
ficienten beigelegt werden. So ist die Grade |a,, a,, ag| die
Centrale der mittleren reciproken Entfernungen des Punktes

[
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(¢4, @3, az) von den Fundamentallinien, wenn, und nur dann,
wenn diesen die Coefficienten a,o,, a 0y, 8¢, beigelegt wer-
den, und es gilt darnach fiir sie die Gleichung

R0y BgQy - - B0y . 8, —+ agay -+ 8504

AjA, " AA; T A AA :

21. Der Flicheninhalt des durch die Punkte

(@115 055, @y35)s (@g1y O35, @33), (@51, X5g, O33)

und die Graden

2115 819y Bysls [Bs1s Basy Bysly [851) Bgsy Bssl
bestimmten (realen) Dreiecks wird in von selbst erhellender
Weise gefunden als gegeben durch den Ausdruck

— 48]

@iy + a5 + @) (g, + agp + @g5) (@5, + @55 + aas)’
in dem, falls man den absoluten Flicheninhalt haben will, der
Determinante — 73 noch das Vorzeichen des Nenners vorzu-
setzen ist. Und das wird stets zu geschehen haben, wenn man
es nur mit einer Dreiecksfliche zu thun hat, weil es sich dann
nur ump die absolute Grosse derselben handeln kann. Kommen
aber mehrere Dfeiecksflichen in Betracht, so miissen ihnen Vor-
zeichen beigelegt werden. Wir bezeichnen dazu die drei Punkte
durch A,, A,, A, und die durch sie in dieser Reihenfolge
bestimmte Dreiecksfliche mit Riicksicht auf das Vorzeichen
darch A A,A,, setzen

AAA— _—44
1R oy ey g hay g) (@ g g0 5) (e g s tg )
und behaupten: Die Dreiecksfliche A,A;A; ist positiv
oder negativ, je nachdem die Grade A;A; durch
Drehung in der im 5. Abschnitte bestimmten Rich-
tung um den Punkt A, bis zur Deckung mit der Gra-
den A A, den Dreieckswinkel A, iiberstreicht, oder
nicht.

"~ Die Richtigkeit dieser Behauptung, nach der die Dreiecks-
flichen :

AIARAS b} A8A8A1 b ASA‘IAi
und ebenso die Dreiecksflichen
AIASAB ’ A2A1A3 ’ A3A2A1
auch hinsichtlich des Vorzeichens einander gleich, hingegen
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- aber die drei ersten den drei letzten entgegengesetzt gleich
gind, erhellt unmittelbar aus einer Gleichung, die sich ergiebt,

wenn man bemerkt, dass nach der Formel 7. des 8. Abachnitts .

(a3, + a3y + @33)? (@5, + a5y + agy)? A—,Ai
= A% (s}a}, + - - — 28,8, C0S A,;a,,8,5 —~-)
(@gy + @55 + a55)* (@y; + @15 + ay3)? m:
=% (81a}, + - - — 28,8, C08 A 85,855 — - -)
(oyy + 035 + @15)? (25, + 055 + ag4)? -A—IK:
= 4% (8]a3, + - - — 28,85 C0S A 85,855 — - -)
und somit, da die Relationen
a3, (a5, + o545 + @44)* + a3, (05, + a5 + a5,4)?
—al, (@, +a;3 +a,4)? =
— 225,85, (23, + @35 + 054) (25, + a5 + @55)
+ 44 —24%,, (), + a;5 + a,y)
Bgafgg (@, + @55+ @35)® 845845 (05, + a5 - agy)?
— 8,383 (@, +a,3 + a4) =
— (Bg3855+B8358535) (0, + g3+ ag5)(agy +a5y 4 ag,)
+ 4t — 4% (ay5 +2,5) (@4, + 015 + @)
u. 8. f. bestehen,
AA, A A co8A, =
43 . S18518s) F-- — 8,8, CO8 A, (By58y, + By,84,) —--
(o, +a g+ 5)i (ag; 0y +agglog +aggtayy)
andererseits aber, wenn der von den Graden A;A; und A A,
gebildete Winkel durch A’, bezeichnet wird,

cosA’,
V(stay, +--— 28,85 Co8 A 8,,8,5 —--) (s}a], +--
- — 28485 c08 A 85485, —--)
]
AV (383, 4 - - — 25,85 C08 A Bg8gy — -9
AGA, A A, — (8385, + - - — 28,8, COBA,8,,855 — --)

(@) + a5 + @;5)* (@5, + @55 + a4,)
(ogy + g5 + agg)

— den Quadratwurzeln sind hierin die Vorzeichen der Grossen -

d(ay, + a3 +a,) und (a3, + @55 + ag5) (a5, + ag;
~+ a44) beizulegen — und folglich, wenn & das Vorzeichen der
Grosse — A (ay; + 9+ 0y 5) (@5, + @35+ @y5) (@5, + @45

’ _____3:9‘913;1 --—B8385C08A, (34485 + B34855) — -~
S
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+ a43) oder also das Vorzeichen der Drelecksﬂache AALA,
~ bedeutet, .
eA A, A A, cos A, -
— 42 SiBgqBsy - — 8,83 cos A, (assass + 855845) — - -
(@t s+ay5) (@5, +“2:+“2 s)@gy +eag5+ay5)
ist, und also lautet:
cos A, =e¢ecos A,
Fin' vier Punkte A, A, A,, A, besteht darnach die Relation:

AAA, +AAA, + AAA, + AAA, =0

oder .
AA A, =AAA; + AAA, 4+ AA A,
Sind insbesondere A,, ‘A,;, A, die Fundamentalpunkte und der
Punkt A gegeben durch die Form (e,, oy, @;), so ist
AAGA; =a,, AAJA, =u0a,, AA A, =0,
A A Ay =a, + a5 + ag;
man kann demgemédss nach dem 16. Abschnitte die den am
Ende des 13. gegebenen entsprechenden Gleichungen
A A A AN + A AA; A A, + AZAA L AAY
+ AAALAA, =0
A A A, AR} + A,AA; A AY + AGAA, ARG
4+ A,AA, AAS =0
A A Aa KA+ A,AA, A AD + AGAA, A,A’
: C 4 AAA, LAY AAALA=0O
—+AA' = '
AjAA A AA, K AS A AA;  AAA, A AT AAA . AAA LA A
3,4 A,
aufstellen; fir den Fall, dass der Punkt A auf dem durch die
Punkte A,, A,, A; gehenden Kreise liegt, ergiebt sich aus
ihnen, weil dann in Folge des Satzes von der Gleichheit der
Peripheriewinkel die Dreiecksflichen
AAAq, AjAA, A AA L, AAA,,
absolut genommen, den Grdssen v
AgAg (AGA, AA,, AjA; AALAA,, AA L AGA, LA A,
A;A AA LA A,
proportional sind, der folgende Satz: Zwischen vier Punkten
eines Kreises A, A,, A;, A; bestehen die Relationen
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AgAg AGA, . AA, AN - AjA A A AA; AN,
+ AA . AA LAA AN, HAAAA LAA AN =0
AA;  ALA LA A, A_A: + AgA . A A AN A A
4+ AA, AA L AAAAL +AALAA LAA, AR =0,
vorausgesetzt, dass den in ihnen als Coefficienten auftretenden
Producten die Vorzeichen der Dreiecksflichen A A;A;, A;AA,,
A AA,, A AA, beigelegt werden. -Die zweite Relation ent-
hilt als speciellen Fall — die Annahme des beliebigen Punktes
- A, als zusammenfallend mit dem Punkte A fihrt auf ihn —
den Ptolemidischen Satz: Zwischen vier Punkten  eines
Kreises A, A,, A;, A; besteht die Relation
AA, LA A, +AA; L AA, + AA LA A, =0,
vorausgesetzt, dass den Producten die Vorzeichen der Dreiecke
A AA;, AZAA,, A AA, beigelegt werden.
Den entsprechenden -Ausdruck
— 43]

@, + 215 +255) By, + 255 + 853) (85, 1 855 + 255)
bezeichnen wir als den Flicheninhalt des durch jene Punkte
und jene Graden bestimmten idealen Dreiecks.

Durch drei Punkte oder drei Grade werden ein reales
Dreieck und ein ideales Dreieck oder vielmehr unend-
lich viele ideale Dreiecke bestimmt, da das ideale Dreieck
"~ von der Lage des endlich fernen Punktes des Cpordinaten-
systems abhingig ist. Das reale Dreieck ist von der Lage der
festen unendlich fernen Graden abhingig; aus diesem Grunde
gelten alle Sitze, die als fir das (reale) Fundamentaldrejeck
bestehend nachgewiesen werden, zugleich auch fiir jedes be-
liebige Dreieck, und dem Prinzip der Dualitit gemiss die ent-
sprechenden Sitze fiir alle idealen Dreiecke. Man kann die
Figenschaften eines Dreiecks scheiden in Eigenschaften des
realen Dreiecks und in Eigenschaften der idealen Dreiecke,
und es empfiehlt sich, die beim Dreieck vorkommenden iib-
lichen Bezeichnungen auf das ideale Dreieck zu iibertragen.
Die am Ende des 11. Abschnitts gegebenen Sitze z. B. kamn
man dann darstellen in der kiirzeren — wir geben sie zugleich
auch in der zuldssigen allgemeineren — Fassung:

Die Hohenlinien des realen Dreiecks schneiden sich in
einem Punkte.
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Die Hohenpunkte- der idealen Dreiecke liegen auf je einer
Graden.

Die Grossen o,, 04, 04, A4,, 45, 4, sind als die Seiten
und Winkel eines durch die Fundamentalpunkte und -linien be-
stimmten idealen Fundamentaldreiecks anzusehen. '

Drittes Kapitel.
Das Doppelverhiltniss, Merkwiirdige Punkte der Graden.

22. Werden durch A, A’, B, C die vier Punkte («,, a3,

a3), (o, oy, &), (% %), (A, X)) bezeichnet, so beseht, wie

aus der Gleichung 10. des 8. Abschnitts unmittelbar hervorgeht,
die Gleichung

AB AC A =
AB'ACT ¥ w
und eben dieselbe Gleichung hat offenbar auch statt, wenn unter
A, A, B, C die vier Graden |a,, a,, a,], |8’y 8'g, a'g)y % %],
|, X| verstanden werden. Man nennt, je nachdem von Punkten
oder von Graden die Rede ist, den Quotienten
AB AC
AB°AC’
dessen analytischer Ausdruck i,
folge der Gleichung 6. des 7. Abschnitts, je nachdem er positiv
oder negativ ist, durch das positiv oder negativ genommene
Sinusverhéaltniss

— ist und der sich auch zu-

sin AB _sin AC

§in AB - sin A'C -
darstellen lasst, das Doppelverhaltmss der vier Punkte
oder der vier. Gra.den A, A’, B, C; wir bezeichnen es durch

(AA'BC), |AA'BC|.
Wenn das Doppelverhiltniss der negativen Einheit gleich -
ist, dann heissen die vier Punkte harmonische Punkte und
die vier Grade harmonische Grade; es sind in Ueberein-
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stimmung mit dem im 13. Abschnitte dariiber Gesagten die
Punkte
’ (@), a5, a,), (alv a,,a,), (x, K), (%, -“)
vier harmonische Punkte und die Graden

8y, 84, 84|, |a'y, &'5, 84|, Ix, ], % —
vier harmonische Grade. Es besteht zwischen ihnen die Be-
ziehung, dass die durch vier harmonische Punkte
gehenden Graden eines jeden Punktes harmonische
Gradeund die auf vier harmonischen Graden liegen-
den Punkte einer jeden Graden harmonische Punkte
sind. Sie ergiebt sich aus den folgenden Sitzen:

Die durch vier Punkte einer Graden gehenden
vier Graden eines jeden Punktes haben dasselbe
Doppelverhdltniss, wie jene vier Punkte.

Die auf- vier Graden eines Punktes liegenden
vier Punkte einer jeden Graden haben dasselbe
Doppelverhaltniss, wie jene vier Graden.
deren Richtigkeit unmittelbar-aus den Formen der Verbindungs-
linien der vier Punkte mit einem beliebigen Punkte und der
Durchschnittspunkte der vier Graden mit einer beliebigen Gra-
den erhellt.

23. Fir die vier harmonischen Punkte A, A’, B, C oder
(e, @g, ag), (¢y, &'y, &'g), (%, %) (x, — «') bestehen die sie
characterisirenden Gleichungen i

AB AC__ 1, sin AB sin AC +1.

A’B AC™ 'SnAB’ sin sin AC
" Man nennt jede zwei Punkte

(K, "')1 (‘K, f”e)
der Verbindungslinie der Punkte
(@, a5, @), (¢4, @5, y),

die wir als die harmonischen Hauptpunkte bezexchnen,
-harmonisch conjugirte Punkte in Bezug auf sie. Zu
einem jeden Punkte der Graden kann nur ein einziger — der
vierte harmonische — Punkt angegeben werden, der ihm
in Bezug auf sie harmonisch conjugirt ist. Und weiter erhellt
aus der ersten der oben gegebenen Gleichungen unmittelbar,
dass jede zwei harmonisch conjugirte Punkte durch die har-
monischen Ha.uptpunkte von einander getrennt werden. Nur
in zwei Fillen fallen zwei conjugirte Punkte zusammen. Ein

.
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~

jeder der harmonischen Hauptpunkte ist nimlich sich selbst
harmonisch conjugirt, denn-der Punkt (e,, @4, a,) ist durch
(1, 0), der Punkt (¢/,, oy, &'y) durch (0, 1) darstellbar.
Die Mittelpunkte und die Winkelhalbirungs-
punkte der Graden in Bezug auf die harmonischen
Hauptpunkte sind je zwei harmonisch'conjugirte
Punkte, denn sie sind durch die Formen
. (l" l")’ (a'y ""3") ’
dargestellt, wenn beziehungsweise .
l‘=a'1 +ad;+dy, M=0a, +a; + a;
A= Vo'a® + - - — 20,0, c0s 4,0’ 30’y — - -,
N=1Vola® + - - — 20,04 C0S 4 0505 — - -
angenommen wird. Wir bezeichnen den innern Mittelpunkt und
einen jeden der Winkelhalbirungspunkte durch M; werden dann
zwei Punkte (x, »'), (u, ¢') durch B, C bezeichnet, so bestehen
nach den Formeln 11. und 2. die Gleichungen
(A" + Ax') MB = (xA’ — Ax") MA
(uA 4+ 2y') MC = — (uk' — Ap') MA

und
(xd’ 4 Ax’) tgMB = (xA’ — Ax') tgMA
(ul 4 2) tgMC = — (ud’ — Ay') tgMA',
und wir ersehen daraus, dass fiir jede zwei harmonisch con-
jugirte Punkte B, C in Bezug auf die harmonischen Haupt-
punkte A, A’, und nur fiir solche allein, die Relationen
MB.MC = — MA.MA’ = 4 MA*® — 4- MA"
tgMB tgMC = — tgMA tgMA' = + tg? MA = - tg? MA’
statthaben.

Von allen harmonisch conjugirten Punkten sind
nur zwei, die Winkelhalbirungspunkte, zu einander
senkrecht; denn die Bedingung, unter welcher die Punkte
(x, %), (x, — »") zu einander senkrecht sind, ist

(o%a} 4+ -- — 2040, cos A4 @gc;, —--) x?
— (0%a"? 4 -- — 2040, co8 4,030’y —--) %2 = 0.
Nur, wenn
gja} 4 -- — 20405 cos 4,a,¢y —--=0
%a’ + - - — 20,05 c0S A, g0y — - - =0

ist, d. h. wenn von den harmonischen Hauptpunkten jeder auf
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sich selbst senkrecht ist, nur dann sind nicht blos zwei, sondern
jede zwei harmonisch conjugirte Punkte zu einander senkrecht.

Die harmonischen Hauptpunkte sind in Bezug auf jede zwei

. harmonisch conjugirte Punkte harmonisch conjugirte Punkte,
denn es ist (AA'BC) = (BCAA’). Weil sie demnach auch in
Bezug auf ihre (zu einander senkrechten) Winkelhalbirungs-
punkte harmonisch conjugirt sind, so werden, wenn die har-
monischen Hauptpunkte zu einander senkrecht sind, durch sie
die Winkel jeder zwei harmonisch conjugirter Punkte halbirt.

Diese Sitze sprechen wir in anderer Weise, indem wir sie
zugleich ergiinzen, folgendermassen aus:

Es glebt im Allgemeinen 2 harmonisch con;ugnrbe Punkte,
welche in Beézug auf die harmonischen Hauptpunkte, und 0
harmonisch conjugirte Punkte, in Bezug auf welche die harmo-
nischen Hauptpunkte Winkelhalbirungspunkte sind; nur dann
giebt es unendlich viele harmonisch conjugirte Punkte von der
ersten Eigenschaft, wenn jeder der harmonischen Hauptpunkte
anf sich selbst senkrecht ist, von der zweiten Eigenschaft, wenn
von den harmonischen Hauptpunkten einer auf dem andern senk-
recht ist, und von beiden Eigenschaften zugleich, wenn beides
der Fall ist, d. i. wenn die harmonischen Hauptpunkte mit dem

_endlich fernen Punkte zusammenfallen..

Diesem Satze kann zur Seite gestellt werden der nach-
stehende Satz, dessen Bestehen leicht erhellt, wenn man be-
merkt, dass, wenn die harmonischen Hauptpunkte in
einen Punkt zusammenfallen, dieser Punkt und jeder
beliebige andere immer zwei harmonisch conjugirte
Punkte sind. Er lautet:

Es giebt im Allgemeinen 2 harmonisch conjugirte Punkte,
welche in Bezug auf die harmonischen Hauptpunkte, und 0
harmonisch conjugirte Punkte, in Bezug auf welche die har-
monischen Hauptpunkte Mittelpunkte sind; nur dann giebt es
unendlich viele harmonisch conjugirte Punkte von der ersten
Eigenschaft, wenn die harmenischen Hauptpunkte in einen zu<
sammenfallen, von der zweiten Eigenschaft, wenn der eine der
harmonischen Hauptpunkte auf der unendlich fernen Graden
liegt, und von beiden Eigenschaften zugleich, wenn beides der
Fall ist, d. i. wenn die harmonischen Hauptpunkte in einen
Punkt der unendlich fernen Graden zusammenfallen.
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24. Wir wissen, dass alle Graden und alle Punkte, durch

deren Coordinaten beziehungsweise die Gleichungen
glad 4 - - — 23,85 cos Aja,a3 — --=0
oa? 4 - - — 20405 CoS A, 05005 — --=10

erfiillt werden, auf sich selbst senkrecht sind. Diese Gleichun-
gen lassen ihre Anzahl als eine unendliche erscheinen; trotzdem
geht aus dem Wesen der Orthogonalitit hervor, dass unter
allen Graden und Punkten der Ebene nur die unendlich ferne
Grade und der endlich ferne Punkt jene Eigenschaft haben
konnen. Dieser Umstand zeigt, worauf auch schon verschiedene
andere Anzeichen hindeuteten, dass in der Ebene Grade und
Punkte existiren missen, die sich unserer Wahrnehmung ent-
ziehen. Eine jede Grade und ein jeder Punkt hat reelle Coor-
dinaten, und eine jede durch reelle Coordinaten gegebene Grade
und ein jeder durch reelle Coordinaten gegebener Punkt kann
in der Ebene aufgefunden werden. Die unserer Wahrnehmung
sich entziehenden Graden und Punkte konnen daher nicht reelle
Coordinaten besitzen, sie miissen, simmtlich oder wenigstens
zum Theil, imaginire Grossen zu Coordinaten haben; — man
nennt sie daher zum Unterschiede von den bisher nur-in Be-
tracht gekommenen, den sogenannten reellen Graden und
Punktenimaginére Grade und Punkte. Die Einfithrung
und Aufnahme dieser imaginiren Graden und Punkte,, die
gleichsam verdeckt in der Ebene liegen, in die analytische Geo-
metrie erweist sich in der Folge als von der grossten Wichtig- .
keit und Bedeutung; sie ist unabweislich. Wir setzen sie aus
innerer Nothwendigkeit als gleichberechtigt mit den reellen
Graden_und Punkten voraus und nehmen so an, dass auch fiir
sie die entwickelten Grundformeln der analytischen Geometrie °
Geltung haben. »

25. Derjenige Punkt, welcher dem auf der Verbindungs-
linie der Punkte (i, y), (¥, ) liegenden Punkte (x, ') in Be-
zug auf sie harmonisch conjugirt ist, ist durch die Form

(¢ (' + w') — 24wy, 240y — o (W' + )

gegeben; denn wihrend sich der Punkt (x, x') in Bezug auf
sie durch die Form

(0 — v0) p — (e’ — pr) v, (0 — w) y' — (o’ — px') ¥')
darstellen ldsst, ist er durch die Form
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(0o — 7)Y - o’ — ) v, (0" — ) @+ (e’ — X))
darstellbar.

Aus der gegebenen Form erhellt, dass in Bezug auf die
Punkte

@, ), A, —2)
die Punkte
(%, x), (22, %A'?)
. (ua - “’)1 (%’1’, - ul")

je zwei harmonisch conjugirte Punkte sind. Diese Punkte stehen
in einer merkwilrdigen Beziehung zu einander. Setzen wir
namlich

K ¥ i —
P o ”}' +a+Va.’ 1, so ist fir
S W

y_ W”ll’ +a‘— a"—‘l,

’ ’ ’ Y

5=—;, ﬁ%=——a— a* —1,

yl ul” P'l 3

Pl L it L

®

und man sieht, dass die Formen der vier Punkte aus der
Glexchung

f‘;_.a+i/a‘r_—1 .

fiir einen bestimmten Werth von a? hervorgehen.

Jedem Werthe von a® entsprechen im Allgemeinen vier
Punkte, dem positiven Werthe von a zwei und dem negativen
auch zwei. Wir nennen die ersteren hyperbolische, die
letzteren elliptische Punkte. Es giebt im Allgemeinen
stets zwei hyperbolische und zwei elliptische einem Werthe
von a? entsprechende Punkte; nur dem Werthe a2 =1 ent-
spricht ein hyperbolischer und ein elliptischer Punkt

@, x), &, —4).

Wir nennen den einen einen cyclisch- hyperbohschen
und den andern einen cyclisch-elliptischen Punkt und
beide zusammen die cyclischen oder Hauptpunkte. Hy-
perbolisch und elliptiseh zugleich sind die den Werthen a? =00
und a® = O entsprechenden Punkte
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1,0, ©,1
A, &), &, — ).
Wir bezeichnen sie als parabolische Punkte und nennen
in Uebereinstimmung mit der im 23. Abschnitte eingefithrten
Benennung die ersten zwei die harmonischen Haupt-
punkte, die beiden letzten aber die anharmonischen
Hauptpunkte. A
Die hyperbolischen Punkte und ebenso die elliptischen
Punkte eines Werthes von a? sind harmonisch conjugirte Punkte
in Bezug auf die Hauptpunkte. Ferner sind offenbar von den
einem Werthe von a? entsprechemden Punkten die Punkte
(na n’), ("’1 —“u')
(u'l"$ ’d‘”)’ (z')‘s y T n"”)
in Bezug auf die harmonischen Hauptpunkte und die Punkte

(e, %), WAT, —xd'?)

(x, — n,)a (u’l”1 n"”) .
in Bezug auf die anharmonischen Hauptpunkte, also immer ein
hyperbolischer und ein elliptischer Punkt, harmonisch conju-
girte Punkte. -

Hiernach liegt es nun nahe, zwei Punkte von der Form

(%, u’)’ ("',lg’ '_”l")
anharmonisch conjugirte Punkte in Bezug auf die
Punkte (1, 0), (0, 1) und in Riicksicht auf die Punkte (4, 1),
(A, — A) zu nennen. In Bezug auf die Punkte (4, ¢d'), (4, — (1)
sind dann die Punkte (x, x'), (x, — x') anharmonisch conjugirte
Punkte; denn da die Punkte (&, A), (1, — 1)) in Bezug auf die
Punkte (4, 1), (A, — &) durch die .Formen (1, ¢), (1, — ¢y
und der Punkt (x, x) durch die Form (ixd’ + w'A, exd’ — x'A)
dargestellt sind, so ist der diesem anharmonisch conjugirte
Punkt der Punkt (xA’ — %A, td’+ x'A)’ oder also der Punkt
(¢, — ). Darnach sind von den einem Werthe von a? ent-
sprechenden Punkten die Punkte

(xa %’), (n’ _x")‘
(A3, xd'3), (A3, — k%)
in Bezug auf die anharmonischen Hauptpunkte und die Punkte

(x’ u")a (n'zg’ —M,’)

(n’ "n,)a (n’lgr %l")
in Bezug auf die harmonischen Hauptpunkte, also immer ein
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hyperbolischer und ein elliptischer Punkt, anharmonisch con-
jugirte Punkte.

Jede zwei Punkte, die in Bezug auf.die harmo-
nischen Hauptpunkte harmonisch oder anharmo-
nisch conjugirte Punkte sind, sind demnach in Be-
zug auf die anharmonischen Hauptpunkte anhar-
monisch oder harmonisch conjugirte Punkte, und
umgekehrt.

Die harmonischen und anharmonischen Hauptpunkte sind
in Bezug auf die anharmonischen resp. harmonischen harmo-
nisch und in Bezug auf die harmonischen resp. anharmonischen
Hauptpunkte anharmonisch conjugirt. Ein jeder harmonische
und anharmonische Hauptpunkt ist sich selbst harmonisch in
Bezug auf die harmonischen resp. anharmonischen und anhar-
monisch conjugirt in Bezug auf die anharmonischen resp. har-
monischen Hauptpunkte.

In Bezug auf die Hauptpunkte sind sowohl die harmo-
nischen, als auch anharmonischen Hauptpunkte harmonisch con-
jugirt; die Hauptpunkte sind harmonisch und zugleich auch an-
harmonisch conjugirt in Bezug auf die harmonischen und an-
harmonischen Hauptpunkte. .

26. Von besonderer Wichtigkeit sind die belden Fille,
in denen die Hauptpunkte die Mittelpunkte und Winkelhalbi-
rungspunkte in Bezug auf die harmonischen Hauptpunkte sind.

In dem ersten Falle sind die Hauptpunkte, wie in
Bezug auf die harmonischen, so auch in Bezug auf die an-
harmonischen Hauptpunkte, iberhaupt in Bezug auf die
zwei hyperbolischen und zwei ¢lliptischen Punkte
eines jeden Werthes von a® Mittelpunkte der Gra-
den, denn in Bezug auf die cyclischen Punkte sind sowohl die
parabolischen, als auch die hyperbolischen und elliptischen
Punkte harmonisch conjugirte Punkte.

Wir bezeichnen denjenigen Hauptpunkt, welcher der innere
Mittelpunkt ist, ‘durch M, die harmonischen und anharmoni-
schen Hauptpunkte durch A,, A’,; A,, A’ und irgend einen
Punkt der Graden (x, ') durch B; dann besteht, wenn

A=d, +dy+ 0oy, ¥ —a1+a,+a3
gesetzt wird, dle Gleichung
(¥ + ') MB = (ui — w'h) MA,,




.

Das Doppelverhiiltniss. Merkwiirdige Papkte der Graden. 65

sie fithrt in Folge der leicht erhellenden Gleichungen

YL O (7 e 720 \
2&—”'1_'-”1'/, #1’.”1 —2&i2

auf die Relationen

@+ 1) MB" =(a — 1) MA] = (a — 1) MA}

MA} + MA; =0, MA’} + MA"} =0
MA, .MA’, +MA, . MA’; =0
(1 4 a) MB® = (1 — a) MA} = (1 — a) MA"}.
Bezeichnen wir nun von den einem Werthe von a? ent--

sprechenden Punkten die hyperbolischen durch B und die ellip-
tischen durch C, so ist darnach offenbar
(a4 1) MB® = (a — 1) MA}, (a — 1) MC® = (a + 1) MA],
folglich )

MB® . MO® — MA* — MA™* — MA!: — MA™
und also ' _

MB.MC = F MA, .MA’, — + MA} =+ MA"}

MB.MC =+ MA,.MA’, = F MA]} =+ MA'};
wir erkennen hieraus, dass, wie fiir jede zwei in Bezug
auf die Punkte A, A’ — unter ihnen konnen sowohl die
harmonischen, als auch anharmonischen Hauptpunkte verstan-
den werden — harmonisch conjugirte Punkte die Re-
lation ’

MB.MC = — MA.MA' = 4 MA*® — 4 MA"
besteht, fiir jede zwei in Bezug auf die Punkte A, A’
anharmonisch conjugirte Punkte die Relation

MB.MC =+ MA.MA'=— — MA® = — MA"®
statt hat. Hieran kniipfen wir mit einem Hinweis auf den

. 13. Abschnitt die Bemerkung, dass, wie fiir die harmo-
nisch conjugirten Punkte die Relation
AB AC___
AB'AC !
80 fiir die anharmonisch conjugirten Punkte die Re-
lation
AB AC__
AB"AC
besteht — sie ergiebt sich vermittelst der Formel 10. sofort
Schendel, Elemente der anal. Geom. 5

4
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aus den Formen (1, 0), (0, 1), (x, x), (£A%, — xd'2) —.
Der Punkt M ist iibrigens der Schwerpunkt und der um ihn als
Centrum durch die Punkte A, A’ gehende Kreis der Kreis der
mittleren quadratischen Entfernungen der mit den Coefﬁclenten
CM und MB behafteten Punkte B und C.

Fir zwei Paar — harmonisch oder anharmonisch — con-

" jugirter Punkte B, C; B,, C, gilt die Relation

. MB.MC = MB, . MC, ;

in Folge derselben ist

BB, .MC, — — MB. MC, + MB, . MC, — — MB. CC,
BCl.MBl=—MB-MB1+M01-MB;=—MB-CB1,

somit

" BB, MB _ MB,
CC, — " MC,— " MC
BC, MB _ MC,
CB, ~ MB, —  MC
und daher '
BB, .BC, MB
‘CB, CC =MC

Diese Gleichung zeigt, dass fir drei Paar conjugirter Punkte
B, C; B,, C,; B,, C,; die Relationen

BB,.BC, _ BB, .BC,

OB,.0C, — CB,. CC,
B,B,.B,C, B,B.B,C
C .C,C,

CC
BC
CC

12 °

B CB
B;B.B,C BB
C,B.C,C CB

: bestehen wir figen ihnen noch die Relatlonen.

BC, .B,C, .B;,C=BC,;.B,C.B,C,

BB,.C,B,.C,C=BB,.C,

CC,.B,B;.C;B=CB,.B,

CB,.C,C; .B;B=CC, .C,
deren Beweis leicht erfindlich ist, hinzu und bemerken, dass
man sechs Punkte, welche diesen sieben Relationen, die iibrigens
alle von einer unter ihnen abhiingen, geniigen, sechs Punkte
in Involution nennt. Man kann diese sicben Relationen auch
in der Form ' .

UJCUO

CB
CC
BB




Das Doppelverhltniss. Merkwiirdige Punkte der Graden. 67

(BCB,B,) = (BCC,C,), (B,C,B,B) = (B,C,CC,),
- -(B4C4BB,) = (B,C,C,C);
(BB,CC,) = (BB,CC,), (BC,CB,)=(BC,CB,)
(CB,BB,) = (CC,BC,), (CC,BC,)=(CB,BB,)
schreiben und erkennt daraus, dass sie auch dann Geltung
haben, wenn jedem Factor das Zeichen sin vorgesetzt wird.
Zudem sieht man, dass sechs Punkte

(1, 0), 0, 1); (X, '4'), (‘11 l’); (g, .“’)1 o, 7')
sechs Punkte in Involution sind, wenn fiir sie die Gleichung

o uy
i el 20.

besteht.
Die Gleichung

s e
[E’ ==8 - V&’ —1
fihrt dbrigens in diesem ersten der oben bezeichneten Fille,
wenn durch A, A’, B die Punkte (1, 0), (0, 1), (u, g') be-
~zeichnet werden, auf die Gleichungen

AB Va? B Vai =1
BT=3'+V‘,‘ —1, -BK=&_V8‘ —1
und daher, weil demgemiss -

] ]
(14+a—7Va?t —1)AB=AA’, 1 4a+Va* —1)A’'B4A'A
ist, wenn

14+ a=e?
gesetzt wird, auf die Gleichung
' 2e? AB.A'B=AA". A'A
und zeigt, dass, die Punkte A, A’ als reelle Punkte voraus-
gesetzt, auf der Verbindungslinie dieser Punkte, wenn

a? = oo und somit e? = oo
und a? > 1 und somit e* > 2 oder e* L0
ist, je zwei reelle, wenn

a2 =1 und somit e* =2 oder e? =0
ist, je ein reeller, und wenn

a* <1 und somit e? < 2 oder e? >0
und a? =0 und somit et =1
ist, je zwei imaginire Punkte sich befinden, die dieser Glei-
chung geniigen.

5 *
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Die dem Werthe
a=— § oder e2 =
entsprechenden zwei reellen Punkte B haben die Eigenschaft,
dass fiir sie_die Gleichung
AA* = AB.A'B

besteht oder dass, wie man sagt, die Strecke AB durch den
Punkt A’ und die Streke A'B durch den Punkt A golden
getheilt wird.

In dem zweiten Falle sind die Hauptpunkte in ana-
loger Weise, wie in Bezug auf die harmonischen, so auch in
Bezug auf die anharmonischen Hauptpunkte, iiberhaupt in Be-
zug auf die zwei hyperbolischen und zwei ellip-
tischen Punkte eines jeden Werthes von a? Winkel-
halbirungspunkte der Graden. -

Es gelten — das zeigt die Conformitit der den im ersten
Falle zur Anwendung gekommenen entsprechenden Formeln —,
- wenn M einen der Hauptpunkte, A,, A';; A,;, A', die har—
monischen und anharmonischen Hauptpunkte und B irgend
einen Punkt der Graden bedeutet, die Relationen

(a4 1)tg* MB = (a — 1) tg* MA, = (a — 1) tg® MA’,

tg? MA, + tg® MA;, =0, tg® MA', 4+ tg? MA'; =0

tgMA, tg MA’, + tg MA, tgMA’, =0 .

(1 4 a) tg? MB = (1 — a) tg® MA, — (1 — a) tg® MA’,.
Und weiter bestehen, wie fiir jede zwei in Bezug auf
die Punkte A, A’ — unter ihnen koénnen sowohl die har-
monischen, als auch anharmonischen Hauptpunkte verstanden
werden — harmonisch conjugirte Punkte B, C die Re-
lationen
thB'thC=—thAthA + tg? MA = 4 tg? MA’

sin AB. sin AC —1

_ sinA'B sin AC
gelten, fiir jede zwei in Bezug auf die Punkte A, A’
anharmonisch conjugirte Punkte B, C die Rela-
tionen
tg MB tg MC = +thAthA —--—tg’ MA = ——tg’ MA’

sin AB smAC__+ 1
sin A'B sinA'C )
272. Die sechs Verbindungslinien von vier Punkten gehen
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zu zweien durch drei Punkte, welche man .die zu den vier
Punkten gehorigen Diagonalpunkte nennt. Die Verbin-
dungslinie jeder zwei zu vier. Punkten gehériger
Diagonalpunkte bestimmt auf den durch den jedes-
maligen dritten Diagonalpunkt und die vier Punkte
gehenden zwei Graden zwei Punkte, die in Bezug
auf jene beiden Diagonalpunkte harmonisch con-
jugirt und die vierten harmonischen Punkte sind
zu den auf jenen Graden %Zu zweien liegenden vier
Punkten und dem dritten Diagonalpunkte. Denn,
nimmt man die vier Punkte an als gegeben durch die Formen
t, 0,0, ©, 1,0, 0,0, 1), (¢, &g, 3);
so sind die Diagonalpunkte
©, oy, ag), (¢4, 0, ay), (¢, @3, 0)
und die auf der Verbindungslinie z. B. der letztgenannten zwei
Diagonalpunkte liegenden in Rede stehenden Punkte
©, g, —a;), (2e,, a3, ag).

Der .erste Theil dieses Satzes ist ein specieller Fall des
folgenden Satzes: Die sechs Verbindungslinien von vier
Punkten bestimmen.auf jeder Graden sechs Punkte
in Involution, und zwar immer zwei durch einen
Diagonalpunkt gehende zwei conjugirte Punkte,
dessen Richtigkeit in Erinnerung an die Gleichung 20. sofort
aus dem Umstande erhellt, dass jede Grade auf den durch die
Punkte (0, 1, 0), (0, 0, 1); (e, @4, @), (1, 0, 0) gehenden
Graden Punkte von der Form

0, %, x), A+ e, a,, @)
bestimmt und in Bezug auf diese die Punkte, die sie auf den
durch die Punkte (0, 0, 1), (1, 0, 0); (&, @3, a3), (0, 1, 0)
und den durch die Punkte (1, 0, 0), (0, 1, 0); (e, @5, 3),
0, 0, 1) gehenden Graden bestimmt, durch die Formen
(03, —x), (Aeg, *'Oﬁ); (@3, — %), (Aey, xety)

darstellbar sind. Nach ‘diesem Satze findet man, wenn auf
einer Graden zwei Paar conjugirter Punkte B, C; B,, C, ge-
geben sind, den einem beliebigen Punkte B, conjugirten Punkt
C;, wenn man auf einer beliebigen Graden des Punktes B,
zwei Punkte A,, A4 annimmt und die Durchschnittspunkte der
Graden A,B, A,C,; A,B,, A,C und deren Verbindungslinie
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bestimmt, indem.diese mit der gegebenen Graden durch den
Punkt C; geht. Wenn man die Punkte B, C und ebenso die
Punkte B,, C, als in einander zusammenfallend annimmt, so
erhilt man auf diese Weise den zu den Punkten B, B,; B,
_gehorigen vierten harmonischen Punkt.

Tm Anschluss hieran geben wir — und damit beschliessen
wir den ersten Theil dieser Schrift — ohne den leicht zu fith-
renden Beweis die folgenden Séatze:

Die drei den Durchschnittspunkten-der Verbindungslinien
cines Punktes mit den Eckpunkten eines Dreiecks und der
diesen entsprechenden Seitenlinien in Bezug auf die auf diesen
liegenden Eckpunkte harmonisch conjugirten- Punkte liegen auf
der ihm reciprokformig entsprechenden Graden.

Die Verbindungslinien der drei den Durchschnittspunkten
der Verbindungslinien eines Punktes mit den Eckpunkten eines
Dreiecks und der diesen entsprechenden Seitenlinien in Bezug
auf die Seitenmittelpunkte (den inneren und den dusseren) con-
jugirt harmonischen Punkte mit den entsprechenden Eckpunkten
gehen durch den ihm reciprokformig entsprechenden Punkt.

Drei ®Wurch einen Punkt gehende Grade der Eckpunkte -

eines Dreiecks und die drej ihnen in Bezug auf die Seiten-
linien harmonisch conjugirten Graden gehen zu dreien durch
vier Punkte von der Form
(04, ag, ag), (— @y, a3, @3), (¢;, — &g, ), (@, €3, — @),
-und die Durchschnittspunkte dieser sechs Graden mit den
Seitenlinien, die einander in Bezug auf die Eckpunkte harmo-
nisch conjugirt sind, liegen zu dreien auf den diesen Punkten
reciprokformig entsprechenden Graden.
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Zweiter Theil
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Classification und Eigenschaften der Kegelschnitte.
Die imaginiren Kreispunkte.

1. In dem ersten Theile dieser Schrift ist bemerkt wor-
den, dass die Curven, die von den einer Gleichung von der Form
81,07 + 85507 + 85505 + (855 + 855) @304
+ (85, + 8,4) 0ge; 4 (8,5 + 85,) €23 =0
geniigenden Punkten (o, ey, c,) gebildet oder von den einer
Gleichung von der Form
@187 + @558] + 05585 + (@55 1+ @55) B335
+ (@54 + @;5) 838, + (2,5 + @5,) 8,8, =0
genligenden Graden |a,, a;, a,| eingehillt werden, Kegel-
schnitte genannt werden, und dass diese Gleichungen einen
und denselben Kegelschnitt darstellen, wenn in ihnen die Coef-
ficienten in der im 14. Abschnitte gekennzeichneten Beziehung
zu einander stehen und die Indices eines jeden Coefficienten
mit einander vertauscht werden konnen, ohne dass sich da-
durch sein Werth dndert. In den nachfolgenden Blattern, in
denen die Kegelschnitte untersucht werden, nehmen wir diese
Bedingungen als erfiillt an, so dass also insbesondere die Glei-
chungen )
833 =834, 83y = 8;3, 813 = 8y,
Oyg == CGggy Bgy ==0Oyg, 09 == 0gy
gelten, und demnach der Kegelschnitt sowohl durch die Glel-
chung
ay,0] + 85505 + ass“ + 255050, + 284,040,
+ 2a,,0,¢; =0,
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als auch durch die Gleichung
@, 18} 4 @y48] + @g48] + 20538485 + 204,848,

+ 2e,,8,8 =0
dargestellt ist, und beginnen die Untersuchungen mit der Her-
leitung dieser Thatsache, die nach dem ersten Theile offenbar
an die einschrinkende Bedingung, dass die Determinante 43
nicht Null ist, gebunden ist.

Die Punkte («,, a,, @;), aus denen die Curve besteht,
sollen Punkte des Kegelschnitts und die sie einhiillenden
Graden Grade (Tangenten) des Kegelschnitts genannt
werden.

2. Die Gleichung

8,107 1 83507 + 84,505 + 28, 0,05 + 284,050,

+ 2a, 0,03 =0

lasst sich in der Form
a,a, 4+ ag0; + ag0; =20

darstellen, wenn

48, =28,,0, 4+ 8,0, + 2,404

L dag = 25,0, + 8350, + 834504

dag =845,0; + 85505 + 35305
gesetzt wird. Bestimmen wir die in diesen Gleichungen ein-
gefihrte Grosse o durch die Determinantengleichung
2315 853, 854
8315 B33, 85
83y, 853, B33
die in entwickelter Form
— A ==8;,859855128,385,8;5— 8;,8],— 85333, — 83,8},
lautet, und setzen wir alsdann

— oy =8,9855 — 83,, — J0gq ==8y58;, — 8y,

— dag; ==8,,8,, — aj,

— A =

.

’

— dogy ==85,8;3 — 8358y, — Je5; = 8;98q5 — By Bsa
— Adoyg = 8y585, — 8;3843,
so bestehen die Gleichungen '
a5t x + 8gtA3gx | Bge gy = 843
811 0xy + 813 Uxg + g axg = 842, ‘
in denen fiir ¢, » die Zahlen 1, 2, 3 zu setzen und, je nach-
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dem ¢ = x ist, oder nicht, ¢ Eins oder Null ist, und somit
auch die Gleichungen
oy == a8, + 0,384 + @484
Adog == 0g,8, + 05585 | 05485 2.
dag == ag,8; + @ya8y + 05,35,
und es ist darnach klar, dass sich die Eingangs gegebene Glel-
chung vermittelst der Substitutlonsglelchungen 2. in die Form
;18] - 0908, + @4538] + 205,8,85 + 20,848,

+ 2a,,8,8 =0
bringen lisst, zuglelch aber auch, weil die angefihrten Glei-
chungen zwischen den Coefﬁcxenten auch dann, wenn die latei-
nischen und griechischen kleinen Buchstaben mit einander ver-
tauscht .werden, ihre Geltung behalten, dass das Umgekehrte
vermittelst der Substitutionsgleichungen 1. geschehen kann, und
zwar geht, wenn wir die abkiirzenden Bezeichnungen
S=a,,0 + 8320 + 8550 + 28550505 + 285,050,

+ 2a, 0,0,
S=oa,,a] + a”a + ag58; + 20548485 + 20,,a,8,

+ 2¢,48,84
einfithren, "der Ausdruck 28 in den Ausdruck 423 vermittelst
der Substitutionsgleichungen 2. und vermittelst der Substitu-
tionsgleichungen 1. der Ausdruck #23 in den Ausdruck 428
iber. Die Gleichung S = O stellt, wie man sagt, einen Kegel-
schnitt in Punkt-, die Gleichung = = O denselben Kegel-
schnitt in Liniencoordinaten dar. Wir bezeichnen die Glei-
chungen S = 0 und 3 == 0 die eine als der andern zugehorig
oder — erforderlichen Falls die eine als der andern zuge-
ordnet, wenn sie, wie im gegenwirtigen Falle, ohne mit.einer
Constanten multiplicirt zu werden, so beschaffen sind, dass der
Ausdruck 428 oder 42X vermittelst der obigen Substitutions-
gleichungen in den Ausdruck 42X oder 428 iibergeht.

Nur in einem Falle, némlich wenn die Grosse 4 — die
Discriminante der Kegelschnittsgleichung — Null ist, kann
offenbar eine einen Kegelschnitt in Punktcoordinaten darstellende
Gleichung in eine ihn in Liniencoordinaten und eine einen Kegel-
schnitt ini Liniencoordinaten darstellende Gleichung in eine ihn
in Punktcoordinaten reprasentlrende Glelchung nicht iiberge-
fihrt werden.
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Im ersten dieser Ausnahmefille setzen wir

— @y, == 899855 — B],, — Ggg ==8y48;; — 83,
— Oy ==8y,8yy — 8],
— Oy ==83,8;g — Bg3B;y, — Ay = B,9855 — 85,859,
— @3 == Bg8y; — B;485;
und bemerken, dass
0 =0y,0,3 —0},, 0=0450,, —0},, 0=0,,0,, — 0],
0=0y,00,3 — 0g30,;, 0=0,,055 — @;,0y,,
. '0=°‘as“s1 — @903 ,
ist. Wir konnen alsdann die Gleichung S = 0 durch Multipli-
cation und Substitution .in die Form
a}, o} (8}, —ayg) e} 4 (8], —az) @} +2(a5,8, 3 + @y 5) @z0;
+ 2a5,8, 050, + 22,8, 0,6, =0
bringen, in der sie als das Product der Gleichungen

T ay,0; 4+ (8,5 + Vogg) @y + (855 — ! 0g3) @y =0
ay,0, + (833 — Vagg) @y + (815 + Veags) a3 =0

erscheint, wenn in diesen die zweideutige Quadratwurzel positiv
oder negativ angenommen wird, je nachdem e, positiv oder
negativ ist. Es-stellt demnach die Gleichung S = 0 zwei oder
eine (zwei zusammenfallende) Grade dar, die durch jede der
Formen

.

L ]
8115 31: + Vagy, 855 F Vousl
[831 F Vasg, 843, 33’3 + Vo,,|
[ags + Vegg, 855 F Veayy, 85,

in denen die zweideutigen Quadratwurzeln beziehungsweise po-
sitiv oder negativ anzunehmen sind, je nachdem eg4, @g,, @13 ‘
positiv oder negativ sind, gegeben werden, und zwar zwei w
imaginire oder reelle oder eine (zwei zusammenfallende) reelle
Grade, je nachdem eine und damit jede der Grossen_a,,, @53 x
oy negativ oder positiv oder mehr als eine dieser Grdssen |
Null ist. . .

Die der Gleichung S= 0 zugehdrige Gleichung =0 stellt,
da sie durch Multiplication mit @,,, @,,, @5, in die Formen
(@y18; 40,38, +0,385)2 =0, (23,8, 558, +@5534)* =0,

(05,8, + 0go8y + a5385)* =0




Classification und Eigenschaften der Kegelschnitte ete. M

gebracht werden kann, den durch die Formen

(@115 @12y @13), (@315 Cpy Cag), (51> @32y Cs4)
dargestellten Punkt dar, der der Durchschnittspunkt der
Graden ist, in die, wie ‘man sagt, der Kegelschnitt S =0
degenerirt.

In dem zweiten Ausnahmefalle degenerirt in analoger Weise
der Kegelschnitt =0 in Punkte und der zugehorige Kegel-
schnitt S = 0 ist ihre Verbindungslinie.

In den Fallen, wo der Kegelschnitt in eine Grade oder in
einen Punkt degenerirt, nehmen die zugehdrigen Gleichungen
die Form 0 = O an, weil dann ihre Coefficienten sammtlich
Null sind.

3. Die niichstliegende Frage ist .die nach der Anzahl und
Bestimmung der dem Kegelschnitt und einer gegebenen Graden
oder einem gegebenen Punkte gemeinschaftlichen Punkte und
Graden.

Der Durchschnittspunkt der gegebenen Graden [a’,, a',, 8’|
mit der beliebigen Graden |a,, a4, a4 ist durch die Form

(ag8's — 8585, 858", — 8,85, 8,8’y — 858;)
gegeben, und es muss daher, wenn dieser Punkt ein Punkt des
Kegelschnitts sein soll, die Gleichung

811 (2,8"y — 848/,)2 - - -

+ 2a,, (a;a'; — a,8'y) (8,8'y — 848")) 4 ---=0
statt haben; eine jede Grade |a,, &,, &4/, die durch einen der
dem Kegelschnitt und der gegebenen Graden gemeinschaftlichen
Punkte hindurchgeht, muss’somit durch ihre Coordinaten diese
Gleichung erfilllen, und es stellt demnach diese Gleichung die
dem Kegelschnitt und der gegebenen Graden gemeinschaftlichen
Punkte, deren Anzahl darnach 1 oder 2 ist, dar.

Denken wir uns die Grade |a’,, a',, a';| durch die Gleichung

8’110} + 8550] + 8550] + 2855050 + 205,050,

+ 2a', 0,0y =0
oder kurz durch die Glelchung 8’ =0 gegeben, so dass die
Gleichungen a’ == a’ 11y 828’5 =854, W. 8. f statt haben, und
setzen wir alsdann

Fr= aua ss + assa 28— 2855855 .

Fa= assa 11+ 83;8'5y — 284,38,

Bss ==811825 + 85587, — 28,8,
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ﬁ:u =8485 +8,38" 4 — 8,8, — 8,48,
Ba1=128338"1 85,855 —8,,8'5; — 85,85,
Bis == 184,8s5 4 84085, — 84558"; 5 — 8,844,
so konnen wir die auf der Graden §' =0 liegenden Punkte
des Kegelschnitts S = 0 durch die Gleichung g’,,a! + - -
~+ 28,5848, + - - - == 0 oder nach Einfithrung der abkiirzen-
den Bezeichnung
20" = ;8] + §508] + 558} + 26'5,2,8,
+ 26y,848, + 2f';,2,8,
durch die Gleichung ‘
Q=0
reprasentiren. Wir bemerken nun, dass ganz allgemein, wenn
30" = 4 (a,,8'y; + 05985y + 4855 + 20,585,
4 205,80y ; + 20,58, 4)
30 = 1(“ 11811 F @ap8g9 + @585y + 205,584, .
+ 205,85, + 20/4,8,4),
wo 4, 4’ in dem Falle, wo der Kegelschmtt degenenrt wegzu-
lassen ist, und ferner
by, = “ss“ ss + “ss“ g3 — 2044044
by = “ss“ 11+ “11“33 — 2040y,
. bgy = “11“ 29 + 0590 — 2“xs“ 12
b'gs = “12“ 18+ “13“'12 - “11“ 28 — G250 1y
b'u = “23‘1'21 +0g10 55 — g0y, — asx""u
by g == 05,0 50 4 05005, — 54019 — @504 .
gesetzt wird, die folgenden Relationen, in denen gleighfalls
A4, 4 in dem bezeichneten Falle fortzulassen ist, statt haben:
Ba2B'ss — B3, =—380a,, — 307", — ALV ,,, 3.
B318'1a — 828811 = —80a,; — 308y — A4V 4, u. 8. f.
In dem gegenwa.rt]gen Falle ist

ﬁ'uﬂ,aa B2 =—30%0,, 838, —F =A"3@3:m
811820 — B3, = — 30y,

und demnach hat also die Grade S'=0mit dem Kegel-
schnitt zwei imaginire, einen (zwei zusammenfallende)
oder zwei reelle Punkte gemein, je nachdem &
negativ, Null oder positiv ist.

Die unendlich ferne Grade, die offenbar durch die
Gleichung
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o} + a) + o} + 2e,04 4 2050, + 20,02y =0
dargestellt ist, hat somit mit dem Kegelschnitt zwei
imaginare, einen oder zwei reelle Punkte gemein,
jenachdem die Grosse 3@, die wir in diesem besondern Falle
durch . bezeichnen, je nachdem also die Grdsse

A=A (ar, + 035 + @55 + 2045 + 205, + 20,,)
negativ, Null oder positiv ist. Darnach unterscheidet
man drei Arten von Kegelschmtten Im ersten Falle wird der
Kegelschnitt eine Ellipse, im zweiten eine Parabel und im
dritten eine Hyperbel genannt, vorausgesetzt, dass die Dis-.
criminante nicht Null ist. Ist sie Null, so ist sie in dem ge-
gebenen Ausdrucke wegzulassen, und das Negativ-, Null- oder
Positivsein desselben deutet dann an, dass der Kegelschnitt in
zwei imaginare nicht parallele, in zwei parallele
oder in eine (zwei zusammenfallende) und in zwei nicht
parallele reelle Grade beziehungsweise degenerirt. Wir
bemerken, dass, wenn die Grossen

T Ay =85, + 855 — 2835, A —ass+311_2auv
Ay =a,; + a5, — 2a,,
eingefithrt werden,
44 =242+ A2 — 28,Ay — 24gh, — 24y,
gesetzt werden kann. Die Proportion
Aytdg:dy=s3:8%:8} .

kennzeichnet nach dem ersten Theile den Kegelschnitt als einen
Kreis, der zur Gattung der Ellipse gehort; in der That ist,

gesetzt, die Grosse
A =— 4J3)3,
Die auf der unendlich fernen Graden hegenden Punkte des
Kegelschnitts sind durch die Gleichung
A,a 4 4,83 4 188 — (A, + A5 — A)) a,a,

— (s + 2, —12)3331_(1 +2, — i) a8, =0
repriasentirt, und insbesondere stellt die Gleichung
878} - 8ja] 4 8343 — 28,8, C0SA a,a; — 23,8, €08 Aga4a,

— 28,8, cos Aga,a, =0

die auf der unendlich fernen Graden liegenden zwei imaginéiren
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Punkte des Kreises dar. Sie werden die (unendlich fernen)
imaginaren Kreispunkte genannt; sie erscheinen dadurch
merkwiirdig, dass durch sie, weil ihre Gleichung unabhéngig
von der des Kreises ist, alle Kreise und ausserdem pach dem
ersten Theile alle auf sich selbst senkrechten Graden hin-
durchgehen.

Der analoge Gang der Untersuchung fithrt auf die Bestim-
mung der dem Kegelschnitte und einem Punkte gemeinschaft-
lichen Graden. Das Resultat derselben ist, wenn wir

30 =4 (8,,0/1; | 844030 + 855055 + 28,505
+ 2a4,0'y; + 28,404,)
und <
2F' =1’y 0} + b'pq0} + b'g50} + 20y 050,

+ 20,050, + 2V, ;05
setzen: Der Punkt =0 hat mit dem Kegelschnitt
zweiimagindre, einen (zwei zusammenfallende) oder zwei
reelle Punkte gemein, je nachdem @ negativ, Null
oder positiv ist; sie sind durch die Gleichung

F=0
gegeben.

Ebenso wie nach der Beschaffenheit und Anzahl der auf
der unendlich fernen Graden liegenden Punkte des Kegelschnitts
die Kegelschnitte classificirt worden sind, kann man auch an
die durch den endlich fernen Punkt gehenden Graden des Kegel-
schnitts eine Eintheilung der Kegelschnitte in verschiedene Klas-
sen kniipfen. Der endlich ferne Punkt hat mit dem
Kegelschnitt zwei imagindre, eine oder zwei reelle
Grade gemein, je nachdem die Grdsse

A (8yy + 835 + 855 + 2855 + 285, + 284,)
negativ, Null oder positiv ist., Im ersten Falle besitzt
der Kegelschnitt Eigenschaften, die den Eigenschaften der El-
lipse dualistisch entsprechen, und die, wie diese von der festen
unendlich fernen Graden, von der willkiirlichen durch die Wahl
des Fundamentaldreiecks bestimmten Lage des-endlich fernen
Punktes abhingen; man kann daher in diesem Falle den Kegel-
schnitt eine Ellipse in Bezug auf den endlich fernen Punkt oder
kurz eine relative Ellipse und aus demselben Grunde in dem
zweiten Falle eine relative Parabel und im dritten eine
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relative Hyperbel nennen, vorausgesetzt, dass die Discri-
minante nicht Null ist. “Ist sie Null, so ist sie in dem obigen
Ausdrucke wegzulassen, und das Negativ-, Null- oder Positiv-
sein desselben deutet damn an, dass der Kegelschnitt in zwei
nicht parallele imaginire, in zwei parallele oder in
einen (zwei zusammenfallende) und in zwei nicht parallele
reelle Punkte beziehungsweise degenerirt. Vor dieser Ein-
theilung der Kegelschnitte aber hat die erst gegebene ein wesent-
liches Moment voraus; bei jener geschieht ndmlich offenbar die
Classification in Riicksicht auf die Gestalt der Kegel-
schnitte, wahrend bei dieser ihr nach dem Prinzip der Dua-
litit entsprechenden nicht die Gestalt, sondern die Lage der-
selben in Bezug auf den nicht festen endlich fernen
Punkt in Beriicksichtigung kommt. Zur Erforschung der
Eigenschaften der Kegelschnitte geniigt die Riicksichtnahme
auf eine Eintheilung, und so ziehen wir die so benannten rela-
tiven Kegelschnitte nicht in den Bereich unserer Untersuchungen.
Erwihnt sei nur, dass die den Kreisen dualistisch ent-
sprechenden Curven, die relativen Kreise, zur Gattung der rela-
tiven Ellipse gehorig, sammtlich mit dem endlich fernen Punkte
die durch die Gleichung
oje; + ojof 4 ojal — 20,0, cos A 050,

— 2040, cos Aya,07 — 20,0, €08 a0y =0
bestimmten imaginiren Graden, auf welchen die auf sich selbst
senkrechten Punkte liegen, — sie konnen die (endlich fernen)
imagindiren Kreislinien genannt werden — gemein haben.
Es besteht zwischen ihnen und den imaginiren Kreispunkten,
wie aus den Gleichungen F' =0 und @' = 0 vermittelst der
sechs Gleichungen 13. des 10. Abschnitts des ersten Theils-sich
ergiebt, die folgende Beziehung: Die imagindren Kreislinien
sind die Verbindungslinien der imaginéren Kreispunkte mit dem
endlich fernen Punkte und die imaginiren Kreispunkte die .
Durchschnittspunkte der imaginiren Kreislinien mit der un-
endlich fernen Graden.

4. Aus dem vorigen Abschnitte erhellt, dass die Grade
[a,, a5, ag| mit dem Kegelschnitte nur einen Punkt, wenn ihre
Coordinaten der Glelchung
o8]+ 0p08] + aga; + 20553585 + 20‘313'331
+ 2¢,,a8,8, =0

Schendel, Elemente der anal. Geom. 6
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geniigen, und der Punkt (e,, @,, a,) mit ihm nur eine Grade
gemein hat, wenn durch seine Coordinaten der Gleichung
8,0] + 89005 + 8550; + 28, 50,05 + 244,040,

+ 28,0, 0, =0
genilgt wird; wir erkennen daraus, dass jede Grade des Kegel-
schnitts und nur eine solche mit ihm nur einen Punkt (zwei
zusammenfallende Punkte) und jeder Punkt des Kegelschnitts
und nur ein solcher mit ihm eine Grade (zwei zusammenfallende
Grade) gemein hat. Erinnern wir daran, dass der Kegelschnitt
durch die Gleichung :

a,a, + a,c, +age, =0
repriisentirt ist, wenn zwischen den Coordinaten die Gleichungen
1. und 2. bestehen, so erhellt, dass der zur Graden |a,, a,, a,|
gehorige Punkt des Kegelschnitts durch die Form
4. (o118, + @128, + @385, @53,8, | Gay8, + 5484,
03,8, + 0358, + @5484)
und die zum Punkte (e,, a,, a;) gehorige Grade des Kegel-
schnitts durch die Form
5. (a0 + 8590, + 8,50, 8y,0) + 85,0, + 8430,
85,0y + 83905 + 85504
dargestellt ist. -

Es dringt sich hier die Frage auf, in welcher Beziehung
der 'durch die Form 4. dargestellte Punkt zu der Graden |a,,
a,, ag] und die durch die Form 5. dargestellte Grade zu dem
Punkte (e,, o,, e;) steht, wenn diese Grade nicht eine Grade
des Kegelschnitts und dieser Punkt nicht ein Punkt des Kegel-
schnitts ist. Wir erinnern uns, dass diese Beziehung im 19. Ab-
schnitte des ersten Theiles als Polarreciprocitit gekenn-
zeichnet worden ist; der durch die Form 4. gegebene Punkt ist
der Pol der Graden |a,, a,, a,| und die durch die Form 5.
gegebene Grade die Polare des Punktes (,, @, @,) in Bezug
auf den Kegelschnitt. Die Antwort aber auf jene Frage giebt
die folgende Betrachtung. Zwischen den Coordinaten der Gra-
den |a,, a,, ag| und [a’,, a’,, a’,| besteht, wenn die erstere eine
Grade des Kegelschnitts und die letztere eine Grade des zu ihr
gehorigen Punktes des Kegelschnitts ist, die Relation

@118,8") - 0g98e8'y + 05388y 4 0pg (8485 + 848)5)

+ agy (858, + 8,8"5) + 0,4 (2,85 + 8,3",) =0;
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sie ist in Bezug auf ihre Coordinaten symmetrisch, und es stellt
daher dieselbe Gleiehung, welche fiir |a,, a,, a,4| als eine Grade
des Kegelschnitts den zu ihr gehorigen Punkt des Kegelschnitts
reprisentirt, fiir |a,, a,, a,| als eine beliebige Grade einen
Punkt dar, der der Durchschnittspunkt derjenigen Graden des
Kegelschnitts ist, welche durch die beiden auf jemer Graden
liegenden Punkte des Kegelschnitts hindurchgehen. Es ist also
der Pol einer Graden der Durchschnittspunkt der
durch die auf ihr liegenden Punkte des Kegel-
schnitts gehenden Graden desselben, und zugleich
erkennt man, worauf auch die entsprechende Betrachtung fiihrt,
die Polare eines Punktes ist die Verbindungslinie
der auf den durch ihn gehenden Graden des Kegel-
schnitts liegenden Punkte desselben.

Der Pol einer Graden des Kegelschnitts ist der zu ihr ge-
horige Punkt desselben und die Polare eines Punktes des Kegel-
schoitts die zu ihm gehorige Grade desselben.

Je nachdem eine Grade mit dem Kegelschnitt zwei reelle,
einen oder zwei imagindre Punkte gemein hat, hat auch ihr
Pol mit demselben zwei reelle, einen oder zwei imaginidre Grade
gemein, und umgekehrt.

Die Formen des Pols und der Polare lassen ferner unmittel-
bar das Bestehen der folgenden Sitze erkennen:

Geht eine Grade durch den Pol einer andern
Graden, so geht auch diese Grade durch den Pol
jener Graden. Liegt ein Punkt auf der Polare eines
andern Punktes, so liegt auch dieser Punkt auf der
Polare jenes Punktes.

Der Pol einer Graden eines Punktes liegt hiernach auf der
Polare dieses Punktes und die Polare eines Punktes einer Gra-
den geht durch den Pol dieser Graden; wir kdnnen somit sagen:

Die Pole aller Graden eines Punktes liegen auf
seiner Polare. Die Polaren aller Punkte einer Gra-
den gehen durch ihren Pol
und hieraus weiter sofort die folgenden Satze entnehmen:

Die Polare eines Punktes ist der Ort der Durch- .
schnittspunkte der zu den auf den Graden des Punk-
tes liegenden Punkten des Kegelschnitts gehorigen
Graden desselben. Der Poleiner Graden istder Ort

6*
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der Verbindungslinien der zu'den durch die Punkte
der Graden gehenden Graden des Kegelschnitts ge-
horigen Punkte desselben.

Ferner muss der Pol der durch die Pole zweier Graden
gehenden Graden auf jeder von ihnen liegen, und die Polare
des auf den Polaren zweier Punkte liegenden Punktes durch

jeden von ihnen gehen, mit andern Worten:

Der Durchschnittspunkt zweier Graden ist der
Pol der Verbindungslinie ihrer Pole. Die Verbin-
dungslinie zweier Punkte ist die Polare des Durch-
schnittspunktes ihrer Polaren.

Endlich sagen wir:

Die Polare eines Punktes ist der Ort des zu den
auf jeder Graden desselben liegenden Punkten des
Kegelschnitts und ihm selbst gehorigen vierten har-
monischen Punktes. Der Pol einer Graden ist der
Ortder zu den durch jeden Punkt derselben gehen-
den Graden des Kegelschnitts und ihr selbst ge-
horigen vierten harmonischen Graden.
und erweisen diese Behauptung durch den nachstehenden Be-
weis des ersten Satzes: Es sei ein Punkt durch die Form
(e, + %'a,, xeg + *'a’y, xexg + x'a’y) und die auf irgend
einer Graden desselben liegenden Punkte des Kegelschnitts durch
die Formen (¢, a4; a,) und («'y, @, o'y) dargestellt; es liegt
dann in der That der Punkt (xa, — »'o’y, xag — #'o’'y, 0
— «'o’y) auf seiner Polare

Pe (@y10y + 8, 5¢5 + 8, 505)

+ « (3110‘ +313a +alsas)7 """"" ls
denn die Bedingung dafiir ist die offenbar nchtlge Gleichung
x? (@ (B;40 + 8,505 + 8,504) + - - -) — 13 (¢, (8,
+a, sa': +a, 3a'3)+- --) 4’ (o, (a, 1“,1 +a, sals +a, s“’s)
— o, @,,0, + 8,505 + 8,505) +---) =0.

Diese beiden letzten Sitze sind von besonderer Wichtig-
keit in der Theorie der Kegelschnitte, indem namlich durch sie
das Gebiet, auf dem die harmonischen und mit diesen zugleich
die anharmonischen Punkte und Graden eine grosse Rolle spie-
len, eroffnet wird.

Ein jeder Punkt der Polare eines Punktes hat die Eigen-
schaft, dass dieser auf seiner Polare liegt, und eine jede Grade
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des Pols einer Graden die Eigenschaft, dass diese durch ihren
Pol geht. Es giebt demnach unendlich viele Paare von Punk-
ten, von denen jeder auf der Polare des andern liegt, und von
Graden, von denen jede durch den Pol der andern geht. Jede
zwei solche Punkte sind in Bezug auf die auf ihrer Verbin-
dungslinie liegenden Punkte des Kegelschnitts und jede zwei
solche Grade in Bezug auf die durch ihren Durchschnittspunkt
gehenden Graden des Kegelschnitts harmonisch conjugirt;
wir nennen sie polar conjugirte Punkte und Grade in
Bezug auf den Kegelschnitt. Auf jeder Graden liegen unend-
lich viele conjugirte Punkte und durch jeden Punkt gehen un-
endlich viele conjugirte Grade; die auf ihr liegenden Punkte
des Kegelschnitts sind dic harmonischen Hauptpunkte
und die durch ihn gehenden Graden des Kegelschnitts die har-
monischen Hauptlinien in Bezug auf den Kegelschnitt.
Die Mittelpunkte einer jeden Graden in Bezug auf die har-
monischen Hauptpuokte and die Winkelhalbirungslinien
eines jeden Punktes in Bezug auf die harmonischen Hauptlinien
fassen wir als die Hauptpunkte der Graden und die Haupt-
linien des Punktes in Bezug auf den Kegelschnitt auf. Da-
durch sind dann auch die anharmonischen Hauptpunkte
einer jeden Graden und die anharmonischen Hauptlinien
eines jeden Punktes in Bezug auf den Kegelschnitt bestimmt.
Jede zwei polar conjugirte Punkte sind in Bezug auf die an-
harmonischen Hauptpunkte ihrer Verbindungslinie und jede-zwei
polar conjugirte Grade in Bezug auf die anharmonischen Haupt-
linien ihres Durchschnittspunktes anharmonisch conjugirt. Wir
bemerken, dass in Folge der im weiteren Verlaufe dieser Unter-
suchungen erhellenden Thatsache, dass die cyclischen Punkte
einer jeden reellen Graden und die cyclischen Graden eines
jeden reellen Punktes reell sind, die im 26. Abschnitte des ersten
Theils gegebenen zwischen den cyclischen und parabolischen
Punkten und Graden bestehenden Relationen, die wir andeu-
tungsweise in der Form
MA? + MA® =0, tg* MA, + tg?* MA, =0

hierherstellen, darthun, dass auf jeder reellen Graden und durch
jeden reellen Punkt entweder die harmonischen Hauptpunkte
und -linien reell und die anharmonischen imagindr oder die
harmonischen imaginir und die anharmonischen reell sind, so

e e Ve
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dass also jede zwei polar conjugirte Punkte einer reellen Gra-
den und Grade eines reellen Punktes harmonisch conjugirt in
Bezug auf zwei reelle oder imaginare Punkte und Grade (die
harmonischen Hauptpunkte und -linien) und anharmonisch con-
jugirt sind in Bezug auf zwei imaginare oder reelle Punkte und
Grade (die anharmonischen Hauptpunkte und -linien), je nach-
dem die Grade und der Punkt mit dem Kegelschnitt zwei reelle
oder imaginire Punkte und resp. Grade gemein hat.

Da jede zwei Punkte und Grade, die in Bezug auf die
harmonischen Hauptpunkte ihrer Verbindungslinie und die har-
monischen Hauptlinien ihres Durchschrittspunktes harmonisch
und also in Bezug auf die anharmonischen Hauptpunkte und-
-linien anharmonisch conjugirt sind, polar conjugirte Punkte
und Grade in Bezug auf den Kegelschnitt heissen, so kdnnen
fuglich jede zwei Punkte und Grade, die in Bezug auf die
harmonischen Hauptpunkte und -linien anharmonisch und also
in Bezug auf die anharmonischen Hauptpunkte und -linien har-
monisch conjugirt sind, die also die Eigenschaft haben, dass
jeder von ihnen dem zu dem andern in Bezug auf die Haupt-
punkte symmetrisch liegenden Punkte und beziehungsweise jede
von ihnen der zu der andern in Bezug auf die Hauptlinien 8ym-
‘metrisch liegenden Graden polar conjugirt ist, als apolar con-
jugirt in Bezug auf den Kegelschnitt bezeichnet werden. Natiir-
lich ist die Apolaritit von Punkten und Graden nicht von der
Bedeutung der Polaritit als der primitiveren, es erscheint aber
als wichtig, dass, wihrend jede zwei polar conjugirte Punkte
einer reellen Graden und Grade eines reellen Punktes nur dann,
wenn auf ihr zwei reelle Punkte des Kegelschnitts liegen und
durch ihn zwei reelle Grade des Kegelschnitts gehen, in Be-
zug auf zwei reelle Punkte und Grade harmonisch con-
jugirt sind, dies zwei apolar conjugirte Punkte einer reellen
Graden und Grade eines reellen Punktes im Gegentheil nur
dann sind, wenn auf ihr zwei imagindre Punkte des Kegel-
schnitts liegen und durch ihn zwei imaginire Grade des
Kegelschnitts gehen.

Die harmonischen Hauptpunkte und -linien sind apolar
und die anharmonischen polar conjugirt; die Hauptpunkte und
-linien sind polar und apolar conjugirt. Jeder harmonische
Hauptpunkt und jede harmonische Hauptlinie ist sich selbst
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polar conjugirt, dagegen jeder anharmonische Hauptpunkt und
jede anharmonische Hauptlinie sich selbst apolar conjugirt. Da
die harmonischen Hauptpunkte und -linien Punkte und Grade
des Kegelschnitts sind, so ist also der Kegelschnitt der
Ort der sich selbst polar conjugirten Punkte und
Graden. Welches ist der Ort der sich selbst apolar
conjugirten Punkte und Graden?

Die analytische Bedingung, die zwei polar conjugirte Punkte
und Grade durch ihre Coordinaten erfiillen miissen, ergiebt sich
sofort aus der Definition und den Formen von Pol und Polare.
Zwei Punkte (a,, a4, a;), (¢'y, o5, o'y) sind polar conjugirte
Punkte in Bezug auf den Kegelschnitt, wenn zwischen ihren
Coordinaten die Relation

8,,0,0"; 4 8,530,064 8550,0"y 4 855 (0307 + a50'5)

+ a5, (0507, + ,0'5) 48, (@,¢y + @30',) =0
besteht, und zwei Grade |a,, &, a4, |8',, 'y, &',| sind polar
conjugirte Grade in Bezug auf den Kegelschmtt wenn ihre
Coordinaten der Gleichung

@;,8,8", 4 0g58,8"y + 548,85 4 044 (a.,a + aza’y)

+ g, (358", + 8,85) + a5 (8,8’ + 8;8",) =0
geniigen. . Oder kurz: Die durch die Glexchungen =0 und
§=0 gegebenen Punkte und Graden sind in Bezug auf den
Kegelschnitt polar conjugirt, wenn beziehungsweise @' = 0 und
@ =0 ist.

Die Verbindungslinie von je zweien der zu vier Punkten
des Kegelschnitts gehorigen drei Diagonalpunkte ist die Polare
des dritten, da sie auf den durch diesen und jene vier Punkte
gehenden zwei Graden die zu ihnen gehdrigen vierten har-
monischen Punkte bestimmt. Es haben demnach die zu vier
Punkten des Kegelschnitts gehorigen drei Diagonalpunkte und
deren Verbindungslinien die Eigenschaft, dass je zwei von ihnen
in Bezug auf den Kegelschnitt polar conjugirt sind, und ebenso
sind die zu vier Graden des Kegelschnitts gehorigen drei Dia-
gonallinien und deren Durchschnittspunkte von gleicher Be-
schaffenheit. Wir nennen drei solche Punkte und Grade ein
Tripel von polar conjugirten Punkten und Graden
und das durch sie bestimmte Dreieck ein sich selbst polar -
conjugirtes Dreieck. Das zu vier Punkten oder
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Graden .des Kegelschnitts gehorige, durch die zu
ihnen gehdrigen Diagonalpunkte und resp. -linien gebildete so-
genannte Diagonaldreieck ist ein sich selbst polar
conjugirtes Dreieck und seine Eckpunkte und Sei-
tenlinien Tripel von polar conjugirten Punkten und
Graden.

Hinsichtlich der Degeneration des Kegelschnitts in zwei
Grade oder zwei Punkte ist Folgendes zu bemerken. Im ersten
Ausnahmefalle gehen, die Graden, die mit dem Kegelschnitt nur
einen Punkt gemein haben, — man kann sie fiiglich als Grade
des Kegelschnitts bezeichnen — durch den Durchschnittspunkt
der Graden, in die er degenerirt. Fir die Graden des Kegel-
schnitts |a,, a5, a4/, zu denen auch die ihn bildenden Graden
gehoren, bestehen daher die Relationen
a8, 4 a,.8; + a,38; =0, @;,8, + @553, + 05585 =0,

0g,8; + @358, + 0558, =0, ,

ebenso wie fiir jhren Durchschnittspunkt (a,, a,, «;) offenbar
81:¢; + 8,305 + 8,40, =0, 85,0, + 85,0, + 85505 =0,
8310 + 85,05 + B0 = Y
ist. In Folge dessen kann als Pol einer Graden des Kegel-
schnitts jeder Punkt und als Polare ihres Durchschnittspunktes
jede Grade gelten. Der Pol einer jeden andern Graden ist jener
Durchschnittspunkt und die Polare eines jeden andern Punktes
eine Grade des Kegelschnitts, der Ort des zu den auf einer
Graden des Punktes liegenden Punkten des Kegelschnitts und
ihm selbst gehorigen vierten harmonischen Punktes. Ebenso
kann im zweiten Ausnahmefalle als Polare eines Punktes des
Kegelschnitts d. i. eines jeden Punktes der Verbindungslinie
der den Kegelschnitt bildenden Punkte jede Grade und als Pol
dieser Verbindungslinie jeder Punkt gelten. Die Polare eines
jeden andern Punktes ist jene Verbindungslinie und der Pol
einer jeden andern Graden ein Punkt des Kegelschnitts, der
Ort der zu den durch einen Punkt der Graden gehenden Gra-
den des Kegelschnitts und ihr setbst gehorigen vierten ha.rmo-
nischen Graden.

Im Falle der Degeneration des Kegelschnitts in eine Grade
oder in einen Punkt ist diese Grade die Polare jedes nicht auf
ihr liegenden Punktes und dieser Punkt der Pol jeder nicht
durch ihn gehenden Graden, sonst konnen als Polare eines
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Punktes und als Pol einer Graden jede Grade und jeder Punkt
gelten. .
. ®. Der Pol der unendlich fernen Graden ist

0y, + g5 4+ 05, @5 + g5 + @95, a3y + @34 + @53);
wir bezeichnen ihn kurz, indem wir

day =0y, + 05 + @5, ddg=ay, + a5 '+' Ggsy -
4“8 Ogy +°‘n + @4,
setzen, durch die Form
| (dl k] d’ ) &8)

und nennen ihn das Centrum des Kegelschnitts. Die Polaren
der auf der unendlich fernen Graden liegenden Punkte gehen
durch das Centrum; wir nennen sie Diametrallinien (Durch-
messer). Im Falle der Parabel sind sie parallel, denn
das Centrum der Parabel liegt auf der unendlich
fernen Graden, da diese wegen Z==0 eine Grade der
Parabel ist.

Da der Pol einer jeden Diametrallinie auf der unendlich
fernen Graden liegt, so ist er einer der cyclischen Punkte aller
der Diametrallinie in Bezug auf den Kegelschnitt polar con-
jugirten offenbar einander parallelen Graden und demzufolge,
da die cyclischen Punkte einer Graden in Bezug auf den Kegel-
schnitt polar conjugirt sind, die Diametrallinie als Polare jenes
cyclischen Punktes der Ort des andern cyclischen Punktes jener
Graden. Eine jede Diametrallinie ist also der Ort der
(inneren) Mittelpankte der ihr polar conjugirten Gra-
den, und umgekehrt der Ort der (inneren) Mittelpunkte paral-
leler Graden in Bezug auf den Kegelschnitt ist die ihnen polar
conjugirte Diametrallinie.

Zu den einer Diametrallinie polar conjugirten Graden ge-
hort stets auch eine Diametrallinie. Es ergeben sich daraus
die folgenden Sitze:

Das Centrum des Kegelschmtts ist der Mittel-
punkt aller Diametrallinien.

Jede zwei polar conjugirte Diametrallinien, die
offenbar mit der unendlich fernen Graden ein Tripel polar con-
jugirter Graden sind, sind wechselseitig denihnen polar
conjugirten Graden parallel

Aus dem letzteren folgt insbesondere, dass die durch die -
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auf einer Diametrallinie liegenden Punkte des Kegelschnitts
gehenden Graden desselben der ihr polar conjugirten Diametral-
linie parallel sind.

Was die Bedeutung des Punktes

(@31 + @15 + @5, €33 + @35 + @y, @5y + @55 + a35)
in den Ausnahmefillen anlangt, so ist er im Falle der Degene-
ration des Kegelschnitts in zwei Grade der Durchschnittspunkt
derselben und im Falle der Degeneration in zwei Punkte der
in Bezug auf sie innere Mittelpunkt ihrer Verbindungslinie.

@. Die Gleichung des Pols einer Graden d. i. des Ortes
der Polaren aller ihrer Punkte geht aus ihrer Gleichung ver-
mittelst der Substitutionsgleichungen -

Aoy =018, + 01585 + @ 384
6. ey = 0g,8, + ag58; 4 0448,
Adag == ag,8, + 05985 - 05,8,
und die Gleichung -der Polare eines Punktes d. i. des Ortes der
Pole aller seiner Graden aus seiner Gleichung vermittelst der
Substitutionsgleichungen

Ao, =a,,0; + 8,505 + 8,404
1. Adag == a5,0, + 8,505 + 84,0,
dag = 84,0, + 845505 + 85305,
in denen im Falle der Degeneration die Discriminante wegzu-
lassen ist, hervor, denn, da z. B. die Coordinaten der Punkte
(oy, @3, ) einer Graden |a’,, a'y, &'y| und deren Polaren
[a,, a3, a4] durch die Gleichuugen 6. mit einander verkniipft
sind, so gilt die Gleichung a’;a, + &34 + 8’304 =0 auch
dann, wenn an die Stelle der « die durch jene Gleichungen
gegebenen ihnen gleichen Ausdriicke treten. -

In gleicher Weise stellt die Gleichung, die vermittelst der
Substitutionsgleichungen 6. aus der Gleichung des Kegelschnitts
8’ =0 hervorgeht, den Ort der Polaren aller seiner Punkte und
die Gleichung, die vermittelst der Substitutionsgleichungen 7.
aus der Gleichung des Kegelschnitts X' == 0 hervorgeht, den
Ort der Pole aller seiner Graden dar. In beiden Fillen ist
der Ort, da die Gleichungen homogene Gleichungen zweiten
Grades bleiben, ein Kegelschnitt; er ist. die Polarcurve im
ersten Falle des Kegelschnitts 8'=0 und im zweiten des Kegel-
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schnitts =’==0 und wird von uns beziehungsweise durch ', =0
und §'y = O bezeichnet, indem wir
Sy=1d'y; 8} + 5, 8] + oyy,83 + 20'y5,8484 ‘
+ 2“ 81,338 T 20’15 8,84
annehmen und hierin die Coefficienten durch die Gleichungen
4y, =2’y 0], + 8'g50, + 85507, + 285,050,
C 4 205,050y, + 28 50,50,

) . ’
4""'" =a';,0], + &,,0], + 8’530, + 28°5505504,
+ 22’y 054505, +2an“n“n
42“33 =a';,0}, + 85,05, + &g 03, + 28y 8033033

+ 285,045, + 2875 504,0,,
4, 3, = 8y 10,,05) + 850,505, + 85505405,
+ &35 (@550455 + 0},) + 8’5, (@5505; + a5,a4)
"*‘ 8'yg (05,055 + ag505,)
4’“'310 =0 0,0y 80505 + 8550550,
+ 855 (@55¢,5 + @550,5) + 85, (0552, + 0f,)
fl" 815 (@103 + ag50,,)
4*d 2, = 810,05, + 8g00, 300y + 850, 504,
+ &5 (213055 + 0y5053) + &5, (@505, + @) a4)
+ a4y (01,055 + al,)
bestimmen und im andern Falle in analoger Weise verfahren.
Wir bemerken, dass dann die Gleichung #*S’ = 0 — in dieser
Form! — vermittelst der Substitutionsgleichungen 6. in die
Gleichung #*3’, = 0 und die Gleichung 423" = 0 vermittelst
der Substitutionsgleichungen 7. in die Gleichung /38, =0, wo
im Falle der Degeneration des Kegelschnitts natiirlich das 42
fortbleibt, und offenbar ausser im Falle der Degeneration des
Kegelschmtts die Glelcbung 423, = 0 vermittelst der Sub-
stitutionsgleichungen 7. in die Gleichung 428’ = 0 und die
Gleichung 428, =0 vermittelst der Substitutionsgleichungen 6.
in die Gleichung 4% = O ibergeht.

Die Polarcurve eines in Punkt- durch die Gleichung §' =0
und in Liniencoordinaten durch die Gleichung X' = O darge-
stellten Kegelschnitts ist durch die Gleichung X', =0 in Linien-
und in Punktcoordinaten durch die Gleichung S’y =0 gegeben.

 Reprisentirt §' = 0 zwei Grade und X = O ihren Durch-
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schuoittspunkt, so giebt 3’y =0 ihre Pole und S’ = 0 seine Po-
lare, und stellt '= 0 zwei Punkte und §'=0 ihre Verbindungs-
linie dar, so giebt 8’y = O ihre Polaren und X’j =0 ihren Pol.
Im Falle endlich der Degeneration des Kegelschnitts 8'=0 in
eine Grade ist 3’y = 0 ihr Pol und der Degeneration des Kegel-
schnitts 3'=0 in einen Punkt ist 8’y =0 seine Polare. Voraus-
gesetzt ist jedoch hierbei die Nichtdegeneration des Kegel-
schnitts § =0 oder = =0, welcher Fall in dieser Beziehung
nur allein in der Folge in Betracht kommt.

2. Unter 8',,, 8535, - - - wie immer die im 3. Abschnitte
eingefithrten Coefficienten* verstanden, findet man leicht die —
nur flr den Fall der Degeneration des Kegelschnitts S = 0
nicht geltenden — Relationen

A’ﬂ'll =daa’|l°—3@’a1 19 J’ﬁ’,s=dsa',3o—3@'a,3, u.S.f.
und damit die Gleichung
24V = 4%5, — 30'3.

Es sind demnach die auf der Graden §'=0 liegenden Punkte
des Kegelschnitts S =0 auch durch die Gleichung

8. 433, —30'X=0
gegeben; sie erscheinen in dieser Form als Punkte, durch-die die
dem Kegelschnitt und dem Pole der Graden gemeinschaftlichen
Graden hindurchgehen; denn eine Gleichung von der Form
#IS+ %3 =0 stellt einen Kegelschnitt, dem die den
Kegelschnitten =0 und 3’=0gemeinschaftlichen
Gradenangehdren und — wir setzen gleich dazu — eine
Gleichung von der Form xS 4+ »'S' =0 einen Kegel-
schnitt dar, dem die den Kegelschnitten S=0 und
§'=0 gemeinschaftlichen Punkte angehoren, da die-
jenigeh Punkte und Graden, deren Coordinaten den Gleichungen
3S=0, 3=0; S==0, §'=0 zu gleicher Zeit geniigen, auch
die Gleichungen »3 4 'Y = 0, %S 4+ »'S'=0 durch ihre
Coordinaten erfiillen. Aus ihr ergiebt sich mit Riicksicht auf
den vorigen Abschnitt, dass ihre Polaren, die durch die auf
der Graden S’ = 0 liegenden Punkte des Kegelschnitts gehen-
den Graden desselben, durch die Gleichung

9. 438 — 308 =0
gegeben sind.

~ \
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In gleicher Weise ist ausser im Falle der Degeneration des

Kegelschnitts =10
24°F = 438, — 30§

und darum

438y —30'S = 10.
die Gleichung der durch den Punkt = “'—— 0 gehenden Graden
des Kegelschnitts 3 =0 und )

433 —30'>=0 11.
die Gleichung der auf den durch den Punkt 5" = 0 gehenden
Graden des Kegelschnitts liegenden Punkte desselben.

Wenn der Punkt 3" =0 der Pol der Graden 8’ = 0 und
also die Grade 8’ = 0 die Polare des Punktes 3" = 0 ist, so
stellen iibrigens die Gleichungen 8. und 11., 9. und 10. das-

selbe dar, und es ist somit in diesem Falle
' 0 =0.

Stellen wir die unendlich ferne Grade durch dle Gleichung

IR = 0 dar, indem wir
R =a}+ o} + a} + 20,0, +2oe,,o¢1 + 20,4

annehmen, S0 erglebt sich nach dem vorigen Abschnitt als die
Gleichung ihres Pols d.i. des Centrums die Gleichung” P =0,
wofern wir @,, = @}, @34 = d,dg, U. 8. f. und

P =ad, 8] + ;8] + 45587 + 205,8,85 + 2d,,8,8,
. + 2a, 54,8,
setzen. Es bestehen alsdann, wenn _

I'=A,a} + 4,8} + Aza) — (Ay + A3 — A ) a8,

— g+ A —Ag)aga, — (A, + Ay —A5) a8,
gesetzt wird und also die Gleichung I'= 0 die auf der unend-
lich fernen Graden liegenden Punkte des Kegelschnitts darstellt
und ferner die Gleichung G = 0 die Gleichung der zu ihnen
gehorigen Graden des Kegelschnitts ist, die Relationer

AL =43P — A2, I*G = 43R — 4S; 12.
aus ihnen erhellt, dass die auf der unendlich fernen Graden
liegenden Punkte des Kegelschnitts auch durch die Gleichung

AP — A5 =0
und die zu ihnen gehdrigen Graden des Kegelschnitts — die
harmonischen Hauptdxametrallmlen (Asymptoten) —
durch die Gleichung

AR — A4S =0
dargestellt sind. ;



o4 ) Erstes Kapitel.

Die Beschaffenheit und Anzahl der harmonischen Haupt-
diametrallinien richtet sich natirlich nach derjenigen der zu
ihnen gehorigen Punkte des Kegelschnitts. Die Ellipse hat
zwei imagindre, die Parabel zwei mit der unend-
lich fernen Graden zusammenfallende und die Hy-
perbel zwei reelle harmonische Hauptdiametral-
linien. .

Eine Eigenschaft dieser Graden ist die folgende: Der in-
nere Mittelpunkt einer jeden Graden in Bezug auf
die auf ihr liegenden Punkte des Kegelschnitts ist
zugleich ihr innerer Mittelpunkt in Bezug auf die
auf ihr liegenden Punkte der harmonischen Haupt-
diametrallinien; denn die durch ihn und den unendlich
fernen Punkt der Graden gehenden Diametrallinien sind in Be-
zug auf den Kegelschnitt polar und somit harmonisch conjugirt
in Bezug auf die harmonischen Hauptdiametrallinien. Ins-
besondere bestimmt daher jede Grade des Kegel-
schnitts auf den harmonischen Hauptdiametral-
linien zwei Punkte, die von dem ihr zugehérigen
Punkte des Kegelschnitts gleich weitentfernt sind.

Von Wichtigkeit ist die Bemerkung, dass in Folge der
Gleichungen 12. der Kegelschnitt ausser im Falle der Parabel
in den Formen

AP —I' =0, /R — G =0
darstellbar ist. Insbesondere ist, wenn wir,
= =sja} + sja} 4 s;a — 25,8, o8 A 2,84
* — 2848, €08 Aga,a, — 28,8, C0S Aya,8,
setzend, die imaginiren Kreispunkte durch die Gleichung =0
reprisentiren, wegen I" = AZX der Kreis durch die Gleichung

AP — 12 =0
darstellbar; es erhellt daraus, dass durch die Gleichung
234+ x2T=0,

wenn I =0 die Gleichung eines nicht auf der unendlich fer-
nen Graden liegenden Punktes ist, im Allgemeinen ein Kreis,
dessen Centrum dieser Punkt ist, fir x = O die imaginiren
Kreispunkte und fiir ' =0 ein Punkt dargestellt wird; im
Falle der Punkt =0 auf der unendlich fernen Graden liegt,
reprisentirt sie, wie weiter erhellen wird, einen oder zwei
Punkte derselben.




‘Classification und Eigenschpften der Kegelschnitte ete. 95

8. Ein Riickblick auf die im ersten Theile gegebenen
Grundformeln der analytischen Geometrie ldisst die merkwir-
dige Stellung erkennen, welche die imaginiren Kreispunkte und
Kreislinien in derselben einnehmen. Von den imagindren
Kreispunkten und den imaginéren Kreislinien und
neben ihnen von der unendlich fernen Graden als
ihrer Verbindungslinie und dem endlich fernen
Punkte als ihrem Durchschnittspunkte erscheint als
abhingig die gesammte Metrik der geometrischen
Gebilde; sie ist eine absolut feste, soweit sie von den imagi-
niren Kreispunkten, welche als die Punkte, durch welche alle
Kreise hindurchgelen, in der Ebene fest liegen, dagegen: nur
eine relativ feste, soweit sie von den in der Ebene nur relativ
festliegenden, weil von der Wahl des Fundamentaldreiecks ab-
hingigen imagindren Kreislinien abhingt.

Wir geben als fiir die Folge nothwendig diese Formeln
neben einigen andern aus ihnen abgeleiteten in einer diese Ab-
hingigkeit der Metrik von den imaginiren Kreispunkten — die
imaginiren Kreislinien ziehen wir nicht weiter in den Bereich
unserer Betrachtung — so recht zur Anschauung bringenden
Form. Wir schicken dazu als bei der Herleitung derselben
aus dem ersten Theile zu beachten voraus, dass, wenn

a,,=a,8';, 28,, == a,a’y + 848"y, u. 8. f.
angenommen wird,
4o, = (a,8y —a,8'y)",
4o,y = (asa’; —a,8’) (8,8'y —a;8'), . 8. f,
ist, und weiter dass die Relation
(061,8,8"y + - == + @y (8g8'y + B48)) +---)F =
(041834 ---+ 20, 48585 4----)(t, , 8" -+ 205 42" 58"s +---)
— A4 (8, (8;8°y — 848/y) + - - -
+ 28,5 (a;8", — a,8;) (8,83 — aga8’}) + ---)
und als specieler Fall derselben die schon im ersten Theile
gegebene Relation

(878,8"y + - - - — 8485 €08 A, (8385 + 858y) —---)F =
(sta} 4~ --- — 28,8, cos Ajaa; —---).
(8’3 + - - - — 28,8, cos A,a'5a'y — - - )
— 4J* (aga’y —aga'y +----)7

besteht, und bemerken endlich, dass z. B. durch das Zeichen
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S, die Substitution der Coefficiénten a,,, 8,5 - - - der Glei-
chung S=0 an Stelle von a}, a,a,, - -- in der Gleichung
S =0 angedeutet werden soll. Die Formeln sind in den fol-
genden Sitzen enthalten: ‘

Die von den zwei Graden S = O gebildeten Winkel sind,
wenn die ihren Durchschnittspunkt darstellende Gleichung ==0
der Gleichung S =0 zugeordnet ist, durch die Gleichung

Iitgty = 161'M,
gegeben. _

Die Graden S==0 sind parallel, wenn BB, = O oder ihr
Durchschnittspunkt ein Punkt der unendlich fernen Graden ist.

Die Graden S=0 sind zu einander senkrecht,
wenn =, = 0 oder entwickelt
838, -+ 8855 + 83855 — 28,8, COB A 8,5 — 28,8, €08 A,a,,

— 28,8, c08Aga, 4 =0
ist d. h. wenn sie polar conjugirt sind in Bezug auf
die imagindren Kreispunkte. Der Orthogonalpunkt
einer Graden ist ihr Pol in Bezug auf sie.

Die ‘Entfernung der zwei Punkte =0 von einander ist,
wenn die ihre Verbindungslinie darstellende Gleichung S =10
der Gleichung =0 zugeordnet ist, durch die Gleichung

- 13, R0 =43,
gegeben.
Den senkrechten Abstand des Punktes 5 = O von der Gra-
den S=0 giebt die Gleichung
14. R 3u? =4J23, = 4J2S,.
Das Product ‘der senkrechten Quadratabstinde der Punkte
=0 von der Graden S = 0 ist durch die Gleichung
Rt/ = 16J43) = 16J4S}
bestimmt. ,
Das Product der senkrechtén Quadratabstinde des Punktes
3 =0 von den Graden §' = 0 giebt, wenn die ihren Durch-
schnittspunkt darstellende Gleichung 3'==0 der Gleichung 8'=0
zugeordnet ist, die Gleichung
15. IR (23 + 16J2R,) p2u't =16J43% = 16J48'3.
9. Die Polaren der imaginiiren Kreispunkte X =0 geben



Classification und Eigonscbaffen der Kegelschnitte ete. 97

wir durch die Gleichung 8 = O oder in entwickelter Form
durch die Gleichung

8o + ®ial -+ @i} — 28,8, cos A 0,0,
— 28,8, cos A o0, — 28,8, cos Ao, 0, =0,
die wir als so beschaffen annehmen, dass die Ausdriicke 723
und /28 durch die Substitutionsgleichungen 7. und 6. des
6. Abschnitts in einander iibergehen. Die Coefficienten der-
selben stehen in einer durch ihre Form angedeuteten leicht
erkennbaren Beziehung zu dem durch die Pole und Polaren
der Seitenlinien und Eckpunkte des Fundamentaldreiecks

(@31 @ygy @15), (@gy, @55, O35), (50, @59, @g4)
855y 8195 Bigly 1831y Bag, Basls 1851, B33, 844
bestimmten Dreieck. Dieses Dreieck und das Fundamental-
dreieck sind sogenannte in Bezug auf den Kegelschnitt ein-
ander polar conjugirte Dreiecke; die Seitenlinien und
Eckpunkte des einen sind die Polaren und Pole der entsprechen-
den Eckpunkte und Seitenlinien des andern. Mit Riicksicht
auf den 14. Abschnitt des ersten Theils ersieht man aus den
obigen Formen sofort, dass zwei solche polar conjugirten
Dreiecke ejnen Collineationspunkt und eine Colli-

neationslinie haben. In dem gegenwirtigen Falle sind
1 1

1 1 1 1
deren Formen (an, P a“) und la“, Bps Bygl
210. Auf Grund der Eigenschaft der Gleichungen eines
Kegelschnitts und seiner Polarcurve, dass die Ausdriicke 428,
423 und 423, 428, durch die Substitutionsgleichungen 6.
und 7. in einander iibergehen, lassen sich ohne Weiteres aus
den im 8. Abschnitte gegebenen Satzen diesen polar entspre-
chende entnehmen. So fithrt, um ein Beispiel anzufiihren, der
Satz 14. auf den Satz:
Den senkrechten Abstand des Pols der Graden S’ = 0 von
der Polare des Punktes ' =0 giebt die Gleichung
P8, u? = 4J38; = 4J3 3. 16. -
Uebrigens ergiebt sich aus diesen beiden Sitzen unmittel-
bar, dass der senkrechte Abstand des Punktes (o,, oy, aj3)
von seiner Polare |a,, a;, a4| durch die Gleichung
A'ROu? = 4J282 oder 42 PIu? = 4J232

- gegeben ist; es folgt daraus: Alle Punkte, die von ihren Po-
Schendel, Elemente der anal. Geom. 7
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laren einen und denselben Abstand haben, liegen auf einer —
nach der Gleichung so benannten — Curve vierten Grades,
und alle Graden, von denen ihre Pole denselben Abstand haben,
umbhiillen eine solche.

11. Reprisentiren wir die Punkte (o;, a4, @), (¢},
o'y, @'y) durch die Gleichungen =20, = =0, so sind die
in Bezug auf sie harmonisch conjugirten Punkte (x, "), (x, —x))
offenbar durch die Gleichung %23 — «'2X = 0 dargestellt.
Jede zwei in Bezug auf die Punkte =0, =0 har-
monisch conjugirte Punkte stellt daher die Glei-
chung xS+ %3 =0 und ebenso jede zwei in Bezug auf
die Graden S=0, 8’=0 harmonisch conjugirte Grade
die Gleichung xS+ «'S'=0 dar.

Sind ¥ =0, X =0 die Gleichungen je zweier Punkte
ciner Graden, so konnen diese durch die Formen

oy, ay, @), (a’u a,sv a's); (%, "I)a (%, l')

gegeben und demnach

S=3A(e,8, + 3% + @g8g)* + €A (0 18, + a'jay + o 4a,)?
4 d 4 Ax) I
gesetzt und ebenso, wenn
(uy 1)y (v, )

zwei andere Punkte derselben Graden sind, diese durch die
Gleichung
uv (2,8, + 038y + aza5)? + uv (o' 8, + o'y8, + o4a,)t

+ (W' + ) 2=0
dargestellt werden; daraus aber ist sofort zu ersehen, dass
diese beiden Punkte nur dann durch eine Gleichung von der
Form = + #'X = 0 darstellbar sind, wenn

%A w
e

ist d. h. nach der Formel 20. des 26. Abschnitts des ersten
Theiles, wenn die in Rede stehenden Punkte sechs Punkte in
Involution sind. Wenn also die Gleichungen =0, 3'=0
je zwei Punkte einer Graden darstellen, so sind
durch sie und die Gleichung = 4 »'3Y = 0 sechs
Punkte in Involution, und ebenso wenn die Glei-
chungen S=0, 8§ =0 je zwei Grade eines Punktes
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darstellen, durch sie und die Gleichung «S+4x»'S'==0
sechs Grade in Involution gegeben.

In dem besondern Falle, dass die Gleichung ='= 0 einen
oder zwei zusammenfallende Punkte darstellt, kann der obigen
Bedingungsgleichung die Form

u””'y J— x’2"1,/
gegeben werden; es folgt daraus in Erinnerung an die Formel 12.
des 8. Abschnitts und im analogen Falle an die Formel 3. des
7. Abschnitts des ersten Theils der Satz: Stellt die Glei-
chung =0 zwei Punkte und die Gleichung 3'=0
den innern Mittelpunkt ihrer Verbindungslinie in
Bezug auf sie dar, so repriasentirt die Gleichung
3+ »'3 =0 zwei Punkte dieser Graden, in Bezug
auf die jener Punkt auch der innere Mittelpunkt
ist, und stellt die Gleichung S=0 zwei Grade und
die Gleichung §' = 0 eine Winkelhalbirungslinie
ihres Durchschnittspunkts in Bezug auf sie dar, so
repriasentirt die Gleichung »S +%S'=0 zwei Grade
dieses Punktes, in Bezug auf die jene Grade auch
eine Winkelhalbirungslinie ist.

Stellen die Gleichungen 5 ==0, 3= 0 je zwei Punkte
einer Graden dar, von denen das eine Paar harmonisch con-
jugirt in Bezug auf das andere ist, so haben w. a. die Glei-
chungen

Cgg = N Ogg = as"‘,s’ 2095 = @,y 4 050’y

ogy =x%a) — %203, o'y =22l — %23,
ogg =gy — w230y

und demgemiss die Relation )

Ggg0yy + 0530 55 — 250’33 =0
statt. Zwischen den Coefficienten der je zwei in Be-
zug auf einander harmonisch conjugirte Punkte
darstellenden Gleichungen =0, X =0 bestehen
daher die Relationen

agy0yy + 0530’y — 20340y =0,

age0 (g + @30 gy — 204,05, =0,

@y 0y a0y — 20,0 5, =0
oder es sind also die drei ersten Coefficienten der
in Bezug auf sie gebildeten Gleichung F' =0 Null;
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und umgekehrt deutet diese Beziehung unter den Coefficienten
zweier solcher Gleichungen die harmonische Eigenschaft der
durch sie dargestellten Punkte an. Denn sind (e,, «;, o),
(«'y, @'y, a’g); (%, %), (A, A') ihre Formen, so kann

a,, =a,d,, 20,, = 0,0y + a0y, w8 f

o = nhat + wUVea'* + (#d + Ax) @,

o'y =nhazay + x'ANa g0’y + (#A + An') @54, u. 8. f.
gesetzt werden, und jene vorausgesetzten Relationen fithren auf
" die Gleichungen
(A 4+ Ax")a,, =0, (x4 Ax') 8y =0, (x4' + Ax) 2z, =0
und damit auf

W+ =0did=xn A=—u.

In gleicher Weise zeigt das Verschwinden der drei
ersten Coefficienten der in Bezug auf die je zwei
Grade darstellenden Gleichungen S=0, S'=0 ge-
bildeten Gleichung @ =0 an, dass sie in Bezug auf
einander harmonisch conjugirt sind.

12. Die auf der Fundamentallinie |1, O, O] liegenden
Punkte des Kegelschnitts werden durch die Gleichung

85383 1 B5,8; — 28,4858, =10
dargestellt, und es gilt daher fiir sie, weil die auf ihr liegen-
den Punkte durch die Form (0, a,, aj3) dargestellt sind, die
Gleichung
85505 + 85507 + 28430, = 0.
Unterscheiden wir sie, die wir durch B,, B’, bezeichnen, durch
die Formen (0, ¢4, a4), (0, o5, ') von einander, so ist dem-
gemass einerseits
LI o alf P a_s
oy oy agy’
andererseits aber, wenn die Fundamentalpunkte durch A, A,,
A; gekennzeichnet werden, nach Formel 10. des 8. Abschnitts
des ersten Theils

o AB, oy A,B,
oy AB,’ o, W
folglich also ‘
AsB, . A,B, a8y
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Daraus folgt: Die auf den den Eckpunkten A, A,,
A; eines Dreiecks entsprechenden Seitenlinien lie-
genden Punkte des Kegelschnitts B,, B',; B,, B’,,
B;, B’; liegen 8o, dass

A B .A,B', .A;B, . A,B',.AB;.A B,

AsBl.AsB’ CABg A, B’ A Bg . AgB,
(Carnot’s Satz) ist.

In dem besondern Falle, wo die Fundamentallinien nur je
einen Punkt mit dem Kegelschnitt gemein haben, ist

O3 845 A;B, . AB,.A\By _ a,485,8,
@y 8gg und also AgB, . A By . ABy  a),8,,8,,°
daneben aber
al, — By3855 =0, a5, — 8;,48,, =0, 8}, —a,,8,, =0
und folglich -
A% =2 (8g385,8,3 — By,8y,85,), al,al 8l =al alal.
Daraus ergiebt sich: Die auf den den Eckpunkten A,,
A,, A, eines Dreiecks entsprechenden Seitenlinien
liegenden Punkte des Kegelschnitts B,, B,, B, lie-
gen, wenn vorausgesetztermassen jene Seitenlinien
zugleich Grade desselben sind, so, dassim Falle der
Nichtdegeneration des Kegelschnitts
A,B,.A;B; . AB;
AsB,.A,B,.A;B,
dagegen aber '
A;B, .A;B; .A,B,
A,B,.A,B, A,B, — 11

(Theorem des Menelaus) ist, wenn der Kegelschnitt
in eine Grade — eine andere Degeneration ist im gegen-
wartigen Falle nicht moglich — degenerirt.
Die durch den Fundamentalpunkt (1, 0, 0) gehenden Gra-
den des Kegelschnitts sind durch die Gleichung
0g505 + @g505 — 20550505 =0
gegeben, folglich besteht diese von der oben gegebenen im
Wesentlichen nur durch ein Vorzeichen sich unterscheidende
Gleichung auch fiir die Durchschnittspunkte dieser Graden mit
der Fundamentallinie |1, O, O] und es gelten somit die den obi-
gen analogen Sitze: Die auf den durch die Eckpunkte

=1 17,

=—1
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A,, A,, A, ecines Dreiecks gehenden Graden des
Kegelschnittsliegenden Punkte der entsprechenden
Seitenlinien B,, B',; B,, B;; B,, B, liegen so, dass
18. A,B, .AEB”l .AB, . A,B’, .AB;.AB, —1
A B, .A,B,.A B, . A B;.A;B;. A,B,
ist. Die auf den durch die Eckpunkte A,, A,, A,
eines Dreiecks gehenden Graden des Kegelschnitts
liegenden Punkte der entsprechenden Seitenlinien
B,, B, B,, liegen, wenn vorausgesetztermassen jene
Eckpunkte zugleich Punkte desselben sind, so, dass
im Falle der Nichtdegeneration des Kegelschnitts
AsB,.A4By . ABy __ 1
A B, . A, B, .A;B; ?
dagegen aber
A,B,.A;B;.A B,
A B, .A B, . A, B,
(Ceva’s Theorem) ist, wenn der Kegelschnittin einen
Punkt — eine andere Degeneration ist in diesem Falle un-
moglich — degenerirt. ,
Unschwer erkennt man, dass alle diese Satze auch die Um-
kehrung zulassen; sie lautet:

Wenn auf den Seitenlinien eines Dreiecks A,A;A;
sechs Punkte B,, B'|; By, B'y; B,, B’y s0 liegen, dass
A;B,.A,B’, .A;B; .A;B, LA B;.AB, —1

AB,.A;B', .A B, . A,B, .A;B; .A,B;
ist, so sind sie Punkte eines Kegelschnitts und ihre
Verbindungslinien mit den Eckpunkten Grade eines
Kegelschnitts.

Wenn aufden Seitenlinien eines Dreiecks A A A,
drei Punkte B,, B,, B; so liegen, dass
AsB, .A;B;.A,B; 1
A,B,.A,B,.A,B, T
ist, so liegen sie auf einer Graden und ihre Verbin-
dungslinien mit den Eckpunkten sind Grade eines
durch diese gehenden Kegelschnitts, liegen sie da-
gegen 8o, dass
A;B,.A;B; .A,B,
A,B,.A,B, A,B,

=1

—1
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ist, so gehen ihre Verbindungslinien mit den Eck-
punkten durch einen Punkt und sie sind Punkte
eines an den Seitenlinien liegenden Kegelschnitts.
Auch erhellt das Bestehen der folgenden einander dua-
listisch entsprechenden Sitze, von denen jeder zugleich die
Umkehrung des andern ist: Die Verbindungslinien der
aufden Seitenlinien eines Dreiecks liegenden Punkte
eines Kegelschnitts mit den Eckpunkten sind Grade
eines Kegelschnitts. Die Durchschnittspunkte der
durch die Eckpunkte eines Dreiecks gehenden Gra-
den eines Kegelschnitts mit den Seitenlinien sind
Punkte eines Kegelschnitts.
" Endlich bemerken wir, dass zufolge der Formel 6. des
1. Abschnitts des ersten Theiles' oder vielmehr der ihr dua-
listisch entsprechenden in den Formeln 17. und 18. vor jeden
Factor auch das Zeichen sin treten kann und dass selbstver-
stindlich diesen Sitzen dualistisch entsprechende zur Seite ge-
stellt werden konnen.
13. Die der Gleichung xS+ %'8'=0 zugehdrige
Gleichung in Liniencoordinaten ist
#W3IAS — 20D + w243 =0
— die Discriminanten sind im Degeneratlonsfalle wegzulassen —,
denn es ist
(kBgg - %8y5) (MB35 + ABg5) — (K844 + Ka'yy)? =
—widey, +xn'f, — AL,
(kB 48y )08y g + XDy 5)— (x5 + 223 5)(Ha,y , +¥0, )=
— %2 gy + 1y, — W2 g5 u. 8. £
Schreibt man sie in der Form
t(AdZE— A D)+ % WA —12®)=0,
8o sieht man, dass der® Kegelschnitt xS 4 x'S'=0 an den
gemeinschaftlichen Graden der Kegelschnitte
2AS — A Q' =0, A3 — 2@ =0
liegt und demgemiiss jede dieser Graden eine Grade der durch
die Gleichung
— 44’33 =0
— die Discriminanten fallen im Degenerationsfalle weg — dar-
gestellten Curve ist, und erkennt umgekehrt, dass jede Grade
dieser Curve einem der durch die Gleichung xS + x'S' =0
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dargestellten Kegelschnitte angehort, eine Eigenschaft, die die
Punkte, durch welche die Kegelschnitte S== 0 und §' =0
oder alle durch die Gleichung xS 4+ %'S'=0 gegebenen
Kegelschnitte gehen, offenbar besitzen; in Anbetracht des-
sen und aus dem Umstande, dass die Gleichung der Curve
allein abhingig ist von den Gleichungen S =0 und §' =0,
ist daher zu schliessen, dass durch sie jene Punkte dargestellt
werden; sie giebt als eine Gleichung vierten Grades die An-
zahl derselben im Allgemeinen als vier an.

In entsprechender Weise ist die der Gleichung »=
+ #'Y =0 zugehorige Gleichung in Punktcoordi-
naten

19. 12 A4S — 2ur'F 442 A4S =0,
und die allen durch sie dargestellten Kegelschnit-
tengemeinschaftlichen — im Allgemeinen vier — Gra-
den werden durch die Gleichung
F'2 — 4488 =0
gegeben; die Discriminanten fallen natiirlich auch in diesen
Gleichungen im Degenerationsfalle fort. _

In dem Falle, dass durch §' =0 eine Grade und durch
3’ =0 ein Punkt dargestellt wird, reduciren sich die gegebenen
Gleichungen vierten Grades auf

»=0,F=0
und reprisentiren in Uebereinstimmung mit dem 3. Abschnitte
die auf der Graden liegenden Punkte und die durch
den Punkt gehenden Graden des Kegelschnitts. Die-
ser Umstand legt die Frage nach der allgemeinen Bedeutung
der letzt geschriebenen Gleichungen nahe.

Zwischen den Coefficienten der in Bezug auf die Kegel-
schnitte S=0, 8" =0; §'=0, §”==0 gebildeten Gleichungen
@" =0 und @ = 0 bestehen die Relationen .
8228”55 + B 338" 20 — 28" 238" 25 = — 24" (0", 8,8y,

4 0700808 g + 0755848 15 T+ 0755 (8108715 - 8448'y5)
+ "5y 8,48y, 4 8,,8y5) + 0715 (854815 + 8,08"y4)}
4 (118" 1+ 8208”20 + 8558755 + 26958724
+ 265,8"5y + 281087 10) 84,

u. s. f.; degenerirt daher der Kegelschnitt " =0 in eine Grade,
in welchem Falle die Gleichungen @’ =0, @” =0 die auf
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der Graden S” =0 liegenden Punkte der Kegelschnitte S=0,
8" =0 darstellen, so ist, wenn zugleich
F118"11 + 8308720 + B558"55 + 26558795 + 26'5,8";,

+ 261,873 =10

87228755 + 538" 20 — 28”3487 35s =0, . 5. £

oder also, wenn die Grade S”"=10 eine Grade des Kegelschnitts
@ = 0 ist, die auf ihr liegenden Punkte der Kegelschnitte
§==0, S'==0 vier harmonische Punkte. Der Kegelschnitt
@ =0 ist demnach der Ort der Graden, auf denen
die Kegelschnitte S=0, § =0 vier harmonische
Punkte, und ebenso der Kegelschnitt FF=0 der Ort
der Punkte, durch welche die Kegelschnitte =0,
X =0 vier harmonische Grade bestimmen.

Eine Eigenschaft dieser Oerter ergiebt sich sofort aus dem

Umstande, dass die den Kegelschmtten

2AS — AV =0, £¥43 — x® =0

gemeinschaftlichen Graden durch die Durchschnittspunkte der
Kegelschnitte S = 0, 8’ = 0 gehen, fiir ¥ = 0 und » = 0:
Die Graden der Kegelschnitte S=0 und §' =0, die
durch ihre gemeinschaftlichen Punkte gehen, sind
Grade des Kegelschnitts @ =0 und in gleicher Weise
die Punkte der Kegelschnitte =0 und 3" =0, die
aufihren gemeinschaftlichen Gradenliegen, Punkte
des Kegelschnitts F' =0.

Ferner folgt aus den ausser fiir den Degenerationsfall gel-
tenden Gleichungen

242Q = 435, — 30’3

24°F = A4%§', — 30’8,
dass auch die dem Kegelschnitt S = 0 und der Polarcurve des
Kegelschnitts 8'=0 in Bezug auf ihn gemeinschaftlichen Gra-
den Grade des Kegelschnitts @ =0 und die dem Kegelschnitt
3=20 und der Polarcurve des Kegelschnitts 3'=0 in Bezug
auf ihn gemeinschaftlichen Punkte Punkte des Kevelschmtts
F = 0 sind.

Endlich bemerken wir in Erinnerung an die Gleichungen 3.
des 3. Abschnitts, dass die der Gleichung @ =0 zuge-
horige Gleichung in Punktcoordinaten

368 + 308 + 244F =0

ist,
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und die der Gleichung F' =0 zugehorige Gleichung
in Liniencoordinaten
303+ 30 244V =0
ist, ohne die aus diesen Gleichungen, in welchen die bisher.
noch nicht genannte Grosse
80 =1 (a'),0,; + 85505, + 853045 + 20,50,4
+ 28,04, + 285 5045)
angenommen ist und im Degenerationsfalle die Discriminanten
fortfallen, unmittelbar und vermittelst der letzten Gleichungen
unter Beachtung der Relationen
AO =40, 40 = 46
sich ergebenden Eigenschaften der Kegelschnitte @' =0, F' =0
anzugeben. '

Die auf der Graden 8” =0 liegenden Punkte des Kegel-
schnitts xS + 'S’ = 0 sind durch die Gleichung x@" 4 »' @”
=0 gegeben; es bestimmen daher auf einer jeden Gra-
den die Kegelschnitte S=0, § =0, xS + S =0
sechs Punkte in Involution und ebenso durch jeden
Punkt die Kegelschnitte 3=0, =0, «34+ %3 =0
sechs Grade in Involution,

14. Die Gleichung F' =0, gebildet in Bezug auf den
Kegelschnitt = ==0 und zwei Punkte 3’ = 0, stellt den Ort
eines Punktes dar, fiir welchen die durch ihn gehenden Graden
des Kegelschnitts in Bezug auf seine Verbindungslinien mit
jenen zwei Punkten harmonisch conjugirt sind. Sind insbe-
sondere jene beiden Punkte die imaginiren Kreispunkte, so
bezeichnet die Gleichung F' = 0, die dann,

A =187a,; 4 83855 + 83255 — 28,85 C0S A a4,

— 28,48, C08 Aja;, — 25,8, oS Aga,,

gesetzt, wegen 3 @' = 4.4 und demgemiss zufolge der Gleichung

20. 24°F = 4@ — 448
die Form .
) AS — 18 =0
annimmt, den Ort des Durchschnittspunktes je zweier
zu einander rechtwinkliger Graden des Kegel-
schnitts. Er ist im Allgemeinen ein Kreis, dessen
Centrum das Centrum des Kegelschnitts ist; denn
es ist, da man unter Beriicksichtigung, dass die der Gleichung
2 =0 zugeordnete Gleichung — 4J2IR = 0 ist, fir die in
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Bezug auf den Kegelschnitt und die imaginiren Kreispunkte
gebildete Function @ wegen 30’ =— — 4J2_ 4 die Gleichung

24 = — 4J2 (43P — A3)
erhilt, die der Gleichung F' = 0 zugehorige Gleichung in
Liniencoordinaten

— 4J2 4P 4 A =0.

In zwei Fillen ist der Ort kein Kreis, und zwar in den Fallen,
wo die harmonischen Hauptdiametrallinien auf ein-
ander senkrecht sind, ausser im Falle der Parabel, wenn
A =0 ist. Der Kegelschnitt, fir den die Relation .4 =0
gilt, ist eine Hyperbel; wir nennen ihn einen hyperbolischen
Kreis (gleichseitige Hyperbel) und bezeichnen zum Unter-
schiede von diesem den gewdhnlichen Kreis als einen ellip-
tischen. Den Grund zu dieser Benennung werden die nach-
folgenden Untersuchungen klarlegen; hier bemerken wir nur,
dass die Relation .4 = O zugleich die imagindren Kreis-
punkte als polar conjugirt in Bezug auf den hyper-
bolischen Kreis characterisirt, und dass man demzufolge
diese als die anharmonischen Hauptpunkte der unendlich fernen
Graden in Bezug auf ihn auffassen kann; in Bezug auf den
elliptischen Kreis sind sie die harmonischen Hauptpunkte der
unendlich fernen Graden. Der elliptische Kreis ist eine
Ellipse, in Bezug auf welche die imagindiren Kreis-
punkte die harmonischen, der hyperbolische Kreis
eine Hyperbel, in Bezug auf welche sie die anhar-
monischen Hauptpunkte der unendlich fernen Gra-
den sind. Jener Ort degenerirt im Falle des hyper-
bolischen Kreises in die Polaren der imagindren
Kreispunkte, und ebenso degenerirt er in zwei Grade im
Falle der Parabel, da in Folge des Umstands, dass das Cen-
trum derselben auf der unendlich fernen Graden liegt, die
letzte Gleichung einen Punkt darstellt.

Um dieses Letztere darzuthun, kniipfen wir hieran die an
und fiir sich n6thige Darstellung der der im Allgemeinen einen
Kreis vom Centrum des Kegelschnitts bezeichnenden
Gleichung P + "X = 0 zugehorigen Gleichung in Punktcoor-
dinaten. Sie muss, da die P=10 zugehorige Glelchung 0=0
ist, von der Form

2u'F’ 4 4242 IR =0
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sein, wo die Function F' = 0, gebildet in Bezug auf das Cen-
trum und die imagindren Kreispunkte, die Verbindungslinien
desselben mit diesen darstellt. Diese Verbindungslinien sind
als durch die Durchschnittspunkte der unendlich fernen Graden
R =0 und des Kreises . 4S — 728 = 0 und als durch das
Centrum, den Durchschnittspunkt der harmonischen Haupt-
diametrallinien /I8 — 4S8 =0 und der Polaren der Kreis-
punkte @ = O, gehend durch die Gleichung
AAR — A (AS — 4*8) =0,

weil auch in der Form 4 (#/°I — 48) 4+ A44*8 — 0 dar-
stellbar, gegeben, auch im Falle des hyperbolischen Kreises
und der Parabel, da sie im ersten Falle, weil die imaginéiren
Kreispunkte in Bezug auf den hyperbolischen Kreis polar con-
jugirt sind, deren Polaren sind und im zweiten Falle mit der
unendlich fernen Graden zusammenfallen. Demnach ist, unter
w eine vorliufig noch unbestimmte Constante verstanden, in
jedem Falle '
‘ 2uF' = A1R — A (AS — 4*8)
und also die in Rede stehende Gleichung von der Form

* (nAd® 4+ 4324 ) B — 2.4 (A8 — 4°8)) =0,
und man erhilt, da die Constante w sich hieraus durch den
Umstand, dass die der Gleichung —4J24P + 43 =0, sofern
sie einen Kreis darstellt, zugehorige Gleichung in Punktcoordi-
naten 48 — 7?8 =0 ist, indem darnach x.4.43 + 4J2x'y fiir
x=—4J24, »' = A4 Null sein muss, als die Grosse ¢ be-
stimmt, somit als die der Gleichung xP 4+ »'2=0 zuge-
horige Gleichung

(43 (nAd + 4J2 ) B — 0.4 (AS — 4:8)) = 0.
In der That zeigt sie, dass die Gleichung — 4J24P + 43=0
im Falle der Parabel einen Punkt darstellt, da sie die Form
0 = 0 annimmt.

Wir bemerken dazu noch Folgendes: Die Gleichung »P
-+ '3 = 0 stellt in Liniencoordinaten und die Gleichung I8
+ %' (AS — 428) = 0 in Punktcoordinaten im Aligemeinen
einen Kreis und nur in besonderen Fiallen Punkte und Grade
dar; wir fassen demgemiss diese Punkte und Grade als solche
auf, in die der Kreis degenerirt.
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Lweites Kapitel.

Die elliptischen und hyperboliscﬁen Brennpunkte.
Das Prinzip der Continuit#t.

13. Die Anzahl der Graden, welche die imagindren Kreis-
punkte mit dem Kegelschnitt gemein haben, ist vier; zu ihnen
gehort, da sie sowohl Grade des Kegelschnitts, als auch Grade
der imaginiren Kreispunkte sind, ein sich selbst in Bezug auf
den Kegelschnitt sowohl, als auch die imagindren Kreispunkte
polar conjugirtes Dreieck als Diagonaldreieck. Zu den Seiten-
linien und Eckpunkten desselben gehort offenbar die unendlich
ferne Grade und deren Pol, das Centrum des Kegelschnitts;
es missen daher unter Beriicksichtigung, dass die in Bezug
auf die imagindren Kreispunkte polar conjugirten Graden zu
einander rechtwinklig sind, die beiden iibrigep Seitenlinien und
Eckpunkte die zu einander senkrechten polar conjugirten Dia-
metrallinien, die Hauptdiametrallinien, und deren Pole
sein. Die vier Graden schneiden sich in sechs Punkten, von
denen zwei, die imagindren Kreispunkte, auf der unendlich
fernen Graden, die vier andern dagegen zu zweien auf den
Hauptdiametrallinien liegen. Diese vier #usserst merkwiirdigen
Punkte nennt man die Brennpunkte des Kegelschnitts.
Ihre Gleichung, durch die wir sofort auch auf die Gleichung
der Hauptdiametrallinien gefithrt werden, muss von der Form
23 + #»'3 =0 gein, und zwar muss sie aus dieser Form fiir
diejenigen Werthe von x, «* erhalten werden, fiir welche der
durch sie dargestellte Kegelschnitt in Punkte degenerirt.

" 18. Der Kegelschnitt »3 + «'S = 0 degenerirt fir drei
Werthe von x, " in Punkte, denn die Bedingung, unter wel-
cher dies stattfindet, wird gefunden, wenn man in der Gleichung

Cyy1y Cygy Cy3
— 4% = |ag,, agq, @4/ =0
Cgyy Cggy Cgg
. . ; ’ r
an die St’el,le von @, ,, ¢g4, - - - die Grossen xe,, + ®'a’y,,
%059 + %'y y, - - - sSetzt, und ist daher durch eine Gleichung

vom dritten Grade in Bezug auf x», »" gegeben. Jene drei
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Werthe von x, ' sind die Wurzeln dieser Gleichung, in der
— 43 der Factor von #3 und der Factor von »%x’ die als die
Grosse — 30’ sich erweisende Determinantensumme

’ 4
®11 “'n’ Qg Cyy9 Eygy C g3
Cg3y Bggy Cgg

’
Ogyy Cggy Ogg

@ y1y @y, Oy
031y Qggy Oy
/g1y Gy gy
und in gleicher Weise — '8 und — 3@ die Factoren von '8
und xx'®* sind. Der Kegelschnitt «S+4 '3 =0 degene-
rirt darnach in Punkte fiir die aus der Gleichung

' A3%3 4 30%2x 4 3Oux'? + A'3%'3 =0
sich ergebenden Werthe von %, ». Und ebenso: Der
Kegelschnitt «S + »'S'=0 degenerirt in Grade fir
die durch die Gleichung

A3 4 3013 4 3Oun's + £'8%'3 =0

bestimmten Werthe von x, «'.

1?2. Fir »= 4 »'3 = 0 nimmt die in Betracht kommende
kubische Gleichung nach Unterdriickung des Factors » und
Multiplication mit # in Folge der in diesem Falle statt haben-
den Relationen

30 =44,304=—4J24
die quadratische Form

A2 4 A2 Aww — 4J2 A% =0
an; sie liefert, wenn die Grosse 4 durch die Gleichung

A% = A% 4-16J24
eingefithrt wird, die Werthe
= A+ A, 4 = — 24

und damit die Gleichung der Brennpunkte des Kegel-
schnitts ,

’
Ogyy Bggy Xgg

+ +

Cgyy Cygy Egg

(A+A)>—2423=0.
Sie bezeichnet, da die Grisse 4 eines doppelten Vorzeichens
fahig ist, die Anzahl derselben in der That als vier; jede zwei
einem Vorzeichen der Grosse 4 entsprechende Brennpunkte
heissen wir zusammengehorig.
18. In Erinnerung an die Gleichung
4A=2 + A + A2 — 20, — 2hgh, — 24,4,

und mit Riicksicht darauf, dass
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A ==8,8 08 A, A, + 8,48, €08 AyAy - 5,8, COSAgdg
gesetzt werden kann, kann die Grosse A2 auch in der Form
A? = s3830% 4 s38%A% + s¥siA) — 2sis,85 CoS A A A,

2781
— 2838,8, 08 AjAgA, — 2838,8, cos Agh A,

oder

— gt )\? L)\* 2:)*
A? = sisis} 38} s—;}) + s} s_:) + s} E:")

A /) A\ (A
— 28,8, CoS A, (é—:’—) (s—g) — 2838, c03 A, (s—g) (s—?l‘)

— 28,8, C0S Ay iig) (24:’-
dargestellt werden; diese Gleichung kennzeichnet A2 als die
mit s?s2s? multiplicirte Entfernungsconstante der reellen Graden
Ay Ay Ay
AR
und damit A4 als eine in jedem Falle reelle Griosse, zugleich
zeigt sie, dass fiir den elliptischen Kreis, und nur fir
diesen, die Gleichung 4 =0 besteht, und diese Gleichung
somit, ebenso wie die Proportion A, :1,:4; =s?:8%:8}, die
Bedingung angiebt, fiir welche die homogene Gleichung zwei-
ten Grades einen elliptischen Kreis darstellt. .

Die durch die Gleichung
A2 4 8J3 4 = A —8J* 4
mit einander verkniipften Griossen .4, 4, A sind neben der
Grosse 43, wie schon aus dem Bisherigen hervorgeht, von der
hervorragendsten Bedeutung in der Theorie der Kegelschnitte.
Wihrend die Grosse 43 dadurch, dass sie sich als von der
Null verschieden oder nicht verschieden erweist, Aufschluss
dariber giebt, ob eine homogene Gleichung zweiten Grades
einen eigentlichen Kegelschnitt oder Punkte und Grade dar-
stellt, sind es diese zu den imaginiren Kreispunkten und der
unendlich fernen Graden in Beziehung stehenden Functionen,
welche die besonderen Arten der Kegelschnitte, die Ellipse und
Hyperbel, kennzeichnen, welche durch ihre besondere Beschaf-
fenheit die individuellen Kegelschnitte, den elliptischen und
hyperbolischen Kreis, und den Grenzfall der Parabel characte-
risiren. Das Negativ- und Positivsein der Grosse
A oder 42 — A2
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bezeichnet den Character des Kegelschnitts als Ellipse und
Hyperbel, die Gleichung
A =0 oder 4% =

characterisirt den Grenzfall der Parabel und die 1nd1v1duellen
Kegelschnitte sind, der elliptische Kreis durch die Gleichung

A =0 oder 4% = — 16J% 1
und der hyperbolische Kreis durch die Gleichung

A =0 oder A2 = 4 16J2 4
gekennzeichnet.

19. Die der Brennpunktsgleichung zugehorige Gleichung
in Punktcoordinaten giebt die Gleichung 19. des 13. Abschnitts
unter Beriicksichtigung der Gleichung 20. des 14. Abschnitts
nach Division mit 243 — dieser Factor macht sie zur zuge- -
ordneten — in der Form

— 881G+ (4 + A)8 =
sie stellt die Hauptdiametrallinien des Kegelschnitts
dar, welche darnach in jedem Falle reell sind,. weil eine
durch eine Gleichung mit reellen Coefficienten dargestellte Grade
stets reell ist.

Der Mittelpunkt der Hauptdiametrallinien in
Bezugauf jede zwei zusammengehorige Brennpunkte
ist*das Centrum, wie sofort aus der Brennpunktsgleichung
in Erinnerung an die Schlussbemerkung des 5. Abschnitts zu
erkennen ist.

Die Hauptdiametrallinien sind die Winkelhalbirungslinien
des Centrums in Bezug auf die harmonischen Hauptdiametral-
linien.

Es giebt im Allgemeinen nur 2 polar conjugirte Diametral-
linien, durch welche die Winkel der harmonischen Hauptdia-
metrallinien, und O polar ‘conjugirte Diametrallinien, deren
Winkel durch sie halbirt werden. Allein die individuellen
Kegelschnitte und die Parabel machen hiervon eine Ausnahme.
Im Falle des elliptischen Kreises ist die Anzahl der erst
bezeichneten Graden unendlich gross, da die harmonischen
Hauptdiametrallinien durch die imaginiren Kreispunkte gehen
und also jede auf sich selbst senkrecht ist; jede zwei polar
conjugirte Diametrallinien sind zu einander senk-
recht und konnen als Hauptdiametrallinien aufgefasst werden.
In der That hat die sie darstellende Gleichung
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— 836G 4 48 =0
wegen G = 18, 4 = 8J 3}, die Form 0 =0, und die Brenn-
punktsgleichung

AS — 2422 =0

bezeichnet gleichfalls demgemiss, da 4 (A3 — 2422) =
—16J2 (A3 + A42Z) = — 16J2 43P ist, die vier Brenn-
punkte des elliptischen Kreises als mit dem Centrum
zusammenfallend. Im Falle des hyperbolischen Krei-
ses dagegen ist die Zahl der letzt bezeichneten Graden un-
endlich gross, da die harmonischen Hauptdiametrallinien zu
einander senkrecht sind; jede zwei polar conjugirte Dia-
metrallinien bilden mit den harmonischen Haupt-
diametrallinien gleiche Winkel. Die Hauptdiametral-
linien stellt die Gleichung

— 8J2& + A4S =0,
die Brennpunkte die Gleichung

AS — 2423 =0

dar. Die Parabel endlich hat in beiden Fillen eine unend-
liche Anzahl solcher Graden, weil die harmonischen Hauptdia-
metrallinien mit der unendlich fernen Graden zusammenfallen; -
von zwei polar conjugirten Diametrallinien ist die
eine stets die unendlich ferne Grade. Die Hauptdia-
metrallinien der Parabel sind durch die Gleichungen

— 42/ + 48 =0, BR=0,
die Brennpunkte durch die Gleichungen
— A4 T=0,T=0

gegeben; drei Brennpunkte der Parabel sind Punkte
der unendlich fernen Graden, das Centrum und die
imagindren Kreispunkte.

Da die durch die einer Diametrallinie angehﬁrenden Punkte
des Kegelschnitts gehenden Graden desselben der ihr polar con-
jugirten Diametrallinie parallel sind, so sind die durch die auf
einer Hauptdiametrallinie liegenden' Punkte des Kegelschnitts
gehenden Graden desselben auf ihr senkrecht; insbesondere ist
daher jede Grade des elliptischen Kreises senkrecht zu der
durch den ihr zugehorigen Punkt des Kreises gehenden Dia-

metrallinie.
Schendel, Elemente der anal. Geom., 8
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20. Jede zwei Punkte, die vom Centrum des
Kegelschnitts gleich weit entfernt sind und auf einer
der Hauptdiametrallinien liegen, sind, wenn

21. B=(A+ A) S — 2422
gesetzt und also durch B =0 die Brennpunkte bezeichnet wer-
den, durch die Gleichung
216J3 43P 4 »'B=0
dargestellt, weil die Brennpunkte gleich weit vom Centrum ab-
liegen. Die ihr zugeordnete Gleichung ist, weil sie die Ver-
bindungslinie jener Punkte, eine Hauptdiametrallinie, darstellt,
unter ¢ einen constanten Factor verstandem, von der Form
¢(—8'G + (A4 + 4)8) =0
oder also, da sich die Constante durch die Bemerkung, dass
die gegebene Gleichung fiir x'= 0 das Centrum, fir »’ — (A
— A)» =20 die Pole der Hauptdiametrallinien und fiir x =0
die Brennpunkte darstellt und daher die ihr zugeordnete Glei-
chung in den beiden ersten Fillen die Form O == 0 annehmen
und im dritten Falle den Factor 243«'* eingehen muss, als
mit 243%' (' — (4 — A)») identisch erweist, von der Form
24%% (W' — (A — A)z) (— 8J*G 4 (A + A)S) = 0.
Demzufolge lisst sich nunmehr sofort die Entfernung der beiden
Punkte von einander — ihre halbe Entfernung von einander
oder also ihre Entfernung vom Centrum bezeichnen wir durch
h — vermittelst der Formel 13. des 8. Abschnitts bestimmen;
man erhalt aus fhr, nachdem man sie mit /% multiplicirt, mit
Ricksicht darauf, dass
A4 @1y + 845 + Qg + 20,5 + 284, + 26,,)
= A4* (a, + a5 + ag)® = 4*
und ferner, wie aus den Gleichungen
4%/, =30%,, + 4,
A% yy = 30%8,, + £V, u. 8. 1.
und der sofort erhellenden Gleichung
LIPPTPPIE o PN O +bss°‘ ss + 2’350 g5 + 20", 0,
+ 20,0, g =—60
hervorgeht, dass
At (“'ua'u., +4---+ 2"”3”""0 +---)=90' —64%0
und somit
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A% (338} + - - - + 28,85 COSA 8,8, cOB. A, | ---)
‘ = 4?4 8] 4
ist, fiir h die Glexchung
(216J24% 4 %' (A + A) 4)* h® = 24% (x
— (A — A)x) (8T3 A4A + (A + A)(A* + 8)2.1))
oder nach gehdriger Umformung und Division mit (x' — (A
— A)x) (A — A)* die Gleichung
22. (' — (A — A)x) A%h? = A3 4.

Fiir » =0 ergiebt sich aus ibr fiir die Entfernung
zweier zusammengehoriger Brennpunkte — sie wird
durch 2c¢ bezeichnet — der Ausdruck
A% A4
A3
er zeigt, dass zwei Brennpunkte des Kegelschnitts reell
und zwei imagindr sind. Die Gleichung

(A+ A)S—2423=0
stellt die reellen Brennpunkte dar, wenn der Grisse 4 das
das Product /3.4 positiv machende Vorzeichen beigelegt wird,
im andern Falle die imagindren Brennpunkte. Die durch die
reellen Brennpunkte gehende Hauptdiametrallinie bezeichnen
wir als die erste, die andere als die zweite Hauptdia-
metrallinie,

21. Setzt man in den Gleichungen 21. und 22. x' — Ax,
A+« an die Stelle von x, x’ und bestimmt den Ausdruck B
durch die Gleichung

AB 4 AB + 16J345P =0,

so gehen sie nach Division mit 4 in die analog gebildeten
Gleichungen

c? =

%x16J2 43P 4 B =0 23.
o — (4 — A)n) A3h? = A3 A% 24.
itber,
Die Gleichung
B=0,
deren Coefficienten durch die obige Gleichung im Allgemeinen
bestimmt sind, stellt offenbar im Allgemeinen zwei oder wegen
des doppelten Vorzeichens der Grosse A eigentlich vier auf
jeder Hauptdiametrallinie zu zweien vom Centrum gleich weit
abliegende Punkte dar, und demzufolge reprisentirt auch die
8 *

C m o= M Seim mmwe
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Gleichung 23. zwei auf einer Hauptdiametrallinie gleich weit
vom Centrum ab liegende Punkte, wie es nach ihrer Herleitung
in der That sein muss, und die Gleichung 24. giebt deren halbe
Entfernung vom Centrum; insbesondere besteht nach ihr fiir
die Entfernung der Punkte B =0 vom Centrum — wir be-
zeichnen sie durch ¢ — die Gleichung
3
o=

Wegen der Analogie, die, nach der Form der gegebenen Glei-
" chungen zu schliessen, zwischen den Punkten B=0 und B=0
statt hat, nennen wir diese die hyperbolischen Brenn-
punkte des Kegelschnitts, wahrend wir jene als ellip-
tische bezeichnen.

Im Einzelnen ist Folgendes zu beachten. Fiir den hyper-
bolischen Kreis stellt die Gleichung B = 0 wegen .4 = 0 einen
oder, besser gesagt, mit dem Centrum zusammenfallende Punkte
dar, und demnach ebenso die Gleichung 23.; in der That giebt
die Gleichung 24. ihre Entfernung vom Centrum als Null an.
Analog offenbar dem Falle des elliptischen Kreises riicksichtlich
der Gleichung B =0 und der Gleichungen 21. und 22. Fir
den elliptischen Kreis ist wegen 4 =0 und 4/B=—16J343P
die Gleichung B==0 eine ganz unbestimmte; wir nehmen daher
an, dass in gleicher Weise durch sie zwei auf einer Diametral-
linie in der Entfernung € vom Centrum ab liegende Punkte
dargestellt werden; es sind dann durch die Gleichung 23. zwei
auf einer Diametrallinie in gleicher Entfernung vom Centrum
ab liegende Punkte dargestellt und — ihre halbe Entfernung
vom Centrum ist durch die Gleichung 24. gegeben. Dieses letz-
tere sprechen wir aus, absehend von der darauf uns hinweisen-
den Analogie, in der Ueberzeugung von dem Bestehen eines
Prinzips der Continuitdt in der Geometrie. Was fir

-die Ellipse und Hyperbel gilt, muss nach diesem
Prinzip auch, durch ihre Natur bedingte Modifi-
cationen natiirlich vorausgesetzt, fiir die indivi-
duelle Ellipse und Hyperbel, den elliptischen und
hyperbolischen Kreis, und den Grenzfall der Pa-
rabel gelten. Eine Anwendung von diesem Prinzip der Con-
tinuitit ist iibrigens schon im 24. Abschnitte des ersten Theils
von uns gemacht worden, als wir die fiir die reellen Graden
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und Punkte entwickelten Grundformeln der analytischen Geo-
metrie auch fiir die imagindren Graden und Punkte als geltend
hinstellten. Eine andere Anwendung ist darin enthalten, wenn
wir einen Eckpunkt des Fundamentaldreiecks z. B. A; auf der
unendlich fernen Graden annehmen und so aus dem Carnot-
schen Satze die Gleichung

AB,.AB, A,B;.AB,

AB, . A,B,  A;B,.A,B,
und damit den Satz entnehmen: Das Verh#dltniss der Pro-
ducte aus den Entfernungen zweier Punkte be-
ziehungsweise von den auf zweidurchsie gehenden
rarallelen Graden liegenden Punkten des Kegel-
schnitts ist constant.

Diesen Bemerkungen zufolge sind darnach jede zwei
aufeiner Hauptdiametrallinie gleich weit vom Cen-
trum ab liegende Punkte ausser im Falle des ellip-
tischen Kreises durch die Gleichung_

%x16J3 43P + B =0 25,
und ausser im Falle des hyperbolischen Kreises
durch die Gleichung

%162 43P + *B =0 26.
darstellbar, und es ist die halbe Entfernung der
durch diese Gleichungen bestimmten Punkte be-
ziehungsweise durch die Formeln

a4

W —A— M =c, o =LA 2
3
" —d—dbr=en, e =LL 25

gegeben.
*2. Die Gleichung
AB + AB + 16J: 43P =0

giebt dadurch, dass sie sich in der Form

— 24 (— 81+ AZ)+ A(A+ A) 2+ AB =0,
ferner in der Form

— 242 (— 812 AP + AZ) 4+ A( A+ A) S+ AB=0
und endlich nach Multiplication mit .4 — A4 in der Form

— 242 A (— 8J2 L 4 (A + A)2)

4+ 442 A (— AP+ AZ) + (A — A) AB =0
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darstellen lisst, Aufschluss ilber die hyperbolischen Brenn-
punkte, die tbrigens nach dem Ausdruck fiir ihre Entfernung
vom Centrum entweder simmtlich reell oder imagindr sind.

Auf der unendlich fernen Graden liegen zwei Punkte

— 8J* I+ 43 =0,

die wir aus weiter unten erhellenden Griinden die (unendlich
fernen) reellen Kreispunkte in Bezug auf den Kegelschnitt
nennen. Die Anzahl der Graden, welche diese Punkte mit
dem Kegelschnitt gemein haben, ist vier; zu ihnen gehort ein
in Bezug sowohl auf den Kegelschnitt, als auch auf die reellen
Kreispunkte sich selbst conjugirtes Dreieck als Diagonaldreieck.
Zu den Seitenlinien und Eckpunkten desselben gehort die un-
endlich ferne Grade und deren Pol, das Centrum; die iibrigen
Seitenlinien und Eckpunkte sind die Hauptdiametrallinien und
deren Pole. Die vier Graden schneiden sich in sechs Punkten,
von denen zwei, die reellen Kreispunkte, auf der unendlich
fernen Graden, die vier andern dagegen zu zweien auf den
Hauptdiametrallinien liegen. Diese vier Punkte sind die hy-
perbolischen Brennpunkte.

Die vier durch die hyperbolischen Brennpunkte gehenden
Graden des Kegelschnitts sind zugleich Grade eines Kreises,
dessen Gleichung '

— 83 AP + AX =0
ist, und endlich erscheinen die hyperbolischen Brennpunkte

gelbst als die auf den Hauptdiametrallinien liegenden
Punkte des Kreises
— 42 4P 4+ AZ =0

oder also nach dem 14. Abschnitte des Ortes des Durch-
schnittspunktes zweier zu einander senkrechter
Graden des Kegelschnitts. Die durch die hyperbolischen
Brennpunkte gehenden Graden des Kegelschnitts sind demnach
zwei und zwei zu einander senkrecht, und demzufolge die
reellen Kreispunkte die unendlich fernen Punkte
der Winkelhalbirungsdiametrallinien in Bezug auf
die Hauptdiametrallinien; durch die Durchschnittspunkte
dieser und der vorher genannten Graden geht der Kreis
— 8J2 4P + A3 =0, das Quadrat seines Radius ist daher
offenbar }c2.

——"]
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Im Falle des elliptischen Kreises sind jede zwei zu
einander senkrechten Diametrallinien Hauptdiametrallinien; die
Anzahl der reellen Kreispunkte ist desshalb eine unendliche,

ebenso auch die der hyperbolischen Brennpunkte, die

simmtlich Punkte des Kreises —4J2/P + 42X =0
oder 454 2422=0 sind.. Der Kreis — 8J2 4P+ A2 =0

; ist der Kreis =0 selber; das Quadrat des Radius des
8 8
Kreises =0 ist darnach je? d.i. {47}1 oder — %T-

Im Falle des hyperbolischen Kreises sind die reellen
Kreispunkte dessen unendlich ferne Punkte; die hyperboli-
schen Brennpunkte, der Kreis — 8J* /P 4+ 43=0 und
der Kreis —4J3 /P + 4X=0 fallen mit dem Centrum
zusammen, dem Durchschnittspunkte der Polaren
der imagindren Kreispunkte, welche der Ort des
Durchschnittspunktes zweier zu einander senkrech-
ten Graden des hyperbolischen Kreises sind.

Im Falle der Parabel endlich sind zwei der hyper-
bolischen Brennpunkte die reellen Kreispunkte
— 8J2 4P + 42 =0 — der Kreis dieser Gleichung degene-
rirt in sie —, die beiden andern aber, von denen der eine
das Centrum ist, sind durch die Gleichung

8J2 AP 4 A4 (A2 — A42Z)=0
gegeben. Der unendlich ferne Punkt d. i. das Centrum und
jeder andere Punkt der ersten Hauptdiametrallinie sind durch
eine Gleichung von der Form x8J2 /3 P+« (A3 — 433)=0
und, weil demgemiiss die Polaren dieser Punkte die Gleichung
%8I3 43R + «' (AS — 42@) = 0 reprisentirt, durch diese
Gleichung die unendlich ferne Grade und jede zur ersten Haupt-
diametrallinie senkrechte Grade darstellbar; so sind die Punkte

4J2 43P + A (AZ— 42Z) = (),
weil auch in der Form — 42 (—4J2 4P + A3) 4 A33=0,
in der — 4J24P 4 43 =0 — der Kreis dieser Gleichung
degenerirt fir die Parabel in einen Punkt — der Pol der
ersten Hauptdiametrallinie ist, darstellbar, die auf dieser liegen-
den Punkte, die sogenannten Scheitelpunkte der Parabel,
und die Graden

43R + A (AS— 4*8) =0

. " o R .



120 Zweites Kapitel.

als ihre Polaren die durch sie gehenden zur ersten Hauptdia-
metrallinie senkrechten Graden. Mit Ricksicht hierauf und
beachtend, dass die durch den Punkt P = O gehende zur
ersten Hauptdiametrallinie senkrechte Grade B = 0 ist, er-
kennt man, dass die durch die Punkte

4248 4+ %) P4« (AS— 423)==0
gehenden zur ersten Hauptdiametrallinie senkrechten Graden
durch die Gleichung

@4 + ) B+« (A8 — £*'8) =0, -

in der u eine Constante bedeutet, dargestellt sind, und dass
somit, weil durch die Bemerkung, dass umgekehrt die durch
die Punkte (4J24% + wu) P + «' (A3 — 4*2)=0 gehenden
senkrechten Graden von der Form (4J24% 4 ») B -+ » (A5
— A98) = 0 sein miissen, u = — 1 sich findet, die durch
die Punkte

42 + %) P+ o' (AS — £423)=0
gehenden zur ersten Hauptdiametrallinie senkrechten Graden

2a8 — ) B 4+« (AS— 4:8) =0
gind. Daraus nun ist zu ersehen, dass die hyperbolischen
Brennpunkte

8IS P 4 A (A3 — 432)=0
die auf der ersten Hauptdiametrallinie liegenden
Punkte der Polaren der reellen elliptischen Brenn-
punkte
' AS — 41?8 =0
oder also des Ortes des Durchschnittspunktes zweier zu einan-
der senkrechter Graden der Parabel sind, wie es nach dem
Prinzip der Continuitit in der That sein muss und sich augh
ergiebt, wenn der oben in Liniencoordinaten gegebene Kreis
in Punktcoordinaten dargestellt wird. Die durch sie gehenden
Graden der Parabel gehen durch die reellen Kreispunkte.
Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, dass, da der eine
der Punkte
28I AP 4+ (AS — 423) =0

als das Centrum der Parabel in der Form

(@ + &35 + @15, 035 + @59 + g5, 05y + @55 + @g5)
bekannt ist, der andere, weil die Producte ihrer Coordinaten

ot e sk KR R
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den _drei ersten Coefficienten der Gleichung proportional sein
miissen, durch die Form

Aoy, — 4%}
8J24 ' 11 !
(n (@11 4 01y + as) +x @y + oy + ey’

Aa,,.—d’s;

u8J24 (g, + 055 + 054) + %'

05y + gy + 05’
[. Aass—dﬁs’
W8I (g, + agy + 055) + % a3,+a“+o:33)

dargestellt ist, und dass fiir ihn, weil auch in der Form

' A — A48}
(u(&]"d @, + %12 T o)+ A @y :1‘1“13 +s‘:13
Ao, — A4%8?
! — A7) - 11 1 - - __)
+ *) @y 4oy +agy’

darstellbar, und den (ticht unendlich fernen) hyperbolischen
und elliptischen Brennpunkt, deren Coordinaten in dieser Form
erscheinen, nach der Formel 9. des 8. Abschnitts des ersten
Theils — wir bezeichnen die drei Punkte durch P, B, B —
die Relation .#x.BP -+ (' — 4x).BP =0 oder

Ar.BB =" .BP
besteht; nach ihr ist der (nicht unendlich ferne) Scheitel-
punkt der Parabel der Mittelpunkt der ersten
Hauptdiametrallinie in Bezug auf den elliptischen
und hyperpolischen Brennpunkt.

23. Die imagindren und reellen Kreispunkte sind hier-
nach fiir die Kegelschnitte von einander entsprechender Bedeu-
tung. In der That sind auch, wie die durch die reellen
Kreispunkte gehenden Diametrallinien die inneren
Winkelhalbirungslinien, die durch die imaginédren
Kreispunkte gehenden Diametrallinien die 4usseren
Winkelhalbirungslinien des Centrums in Bezug auf
die Hauptdiametrallinien. Denn, wenn wir in Erinne-
rung daran, dass der innere und der dussere Mittelpunkt einer
Graden in Bezug auf zwei Punkte derselben beziehungsweise
durch die Relationen

o AB=BA’, AB=A'B
und die (inneren) Winkelhalbirungslinien eines Punktes in Be-
zug auf zwei Grade desselben durch die Relation
AB = BA’
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gekennzeichnet sind, in gleicher Weise die durch die Re-
lation
AB = A'B
gekennzeichneten Graden als die ausseren Winkel-
halbirungslinien des Punktes in Bezug auf jene Graden
auffassen, so besteht fiir jede derselben, wenn sie durch |x, «|
und jene Graden durch die Formen |a,, a,, a4, [a’y, &y, a';|
gegeben werden, wegen tg AB = tg A'B nach dem 7. Abschnitte
des ersten Theiles die Gleichung
8} (xa, + »a’,)? 4 - -

— 28,8, cOS A, (xay 4 x'ay) (x85 + x8y) —---=0,
die sie als eine Grade der imaginiren Kreispunkte charakte-
risirt. Wie die dusseren Mittelpunkte der Graden
auf der unendlich fernen Graden liegen, so gehen
die dusseren Winkelhalbirungslinien der Punkte
durch die imaginaren Kreispunkte.

24. Die merkwiirdigste Eigenschaft der elliptischen und
hyperbolischen Brennpunkte ist die folgende. Die durch einen
jeden der elliptischen Brennpunkte gehenden Graden des Kegel-
schnitts sind als Grade der imaginiren Kreispunkte auf sich
selbst senkrecht, und daher sind jede zwei in Bezug auf
den Kegelschnitt polar conjugirte Grade eines jeden
elliptischen Brennpunktes in Bezug auf die durch
ihn gehenden Graden des Kegelschnitts Winkel-
halbirungslinien oder zu einander senkrecht; die
durcheinen jeden der hyperbolischen Brennpunkte
gehenden Graden des Kegelschnitts dagegen sind
zu einander senkrecht und somit sie selbst die Winkelhal-
birungslinien jeder zwei in Bezug auf den Kegel-
schnitt polar conjugirter Graden Jenes hyperboli-
schen Brennpunkts.

Die elliptischen Brennpunkte sind die einzigen Punkte
von der bezeichneten Eigenschaft, die hyperbolischen dagegen
nicht, indem jeder Punkt des durch sie gehenden
Kreises deren Eigenschaft besitzt. Und das kommt daher.
Die von den unendlich fernen Punkten jeder zwei zu einander
senkrechten Diametrallinien ausgehenden vier Graden des Kegel-
schnitts gehen zu zweien durch vier Punkte des eben bezeich-
neten Kreises; zu diesen vier Graden gehort als Diagonaldreieck
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ein in Bezug auf den Kegelschnitt sich selbst polar conjugirtes
Dreieck, dessen eine Seitenlinie die unendlich ferne Grade und
- dessen ein Eckpunkt das Centrum ist, und es sind daher die
durch jene vier Punkte gehenden Diametrallinien in Bezug auf
den Kegelschnitt polar conjugirte Grade und jene zu einander
senkrechten Diametrallinien in Bezug auf sic Winkelhalbirungs-
linien. Die von den unendlich fernen Punkten der inneren
‘Winkelhalbirungslinien des Centrums in Bezug auf jede zwei
polar conjugirte Diametrallinien ausgehenden Graden des Kegel-
schnitts bestimmen demnach immer vier Punkte von der ge-
nannten Eigenschaft der hyperbolischen Brennpunkte, und es
giebt daher unendlich viele solcher Punkte, weil es umendlich
vieler solcher inneren Winkelhalbirungslinien giebt; die Anzahl
aber der in gleicher Weise durch die #usseren Winkelhalbirungs-
linien bestimmten Punkte von der Eigenschaft der elliptischen
Brennpunkte ist nur vier, weil die dusseren Winkelhalbirungs-
linien des Centrums in Bezug auf jede zwei polar conjugirte
Diametrallinien dieselben Graden, die durch die imaginéren
Kreispunkte gehenden Diametrallinien sind.

25. Bezeichnen die Gleichungen §' =0, 8" =0 je eine
Grade, so sind jede zwei in Bezug auf sie harmonisch conjugirte
Grade durch die Gleichung »'S" + x"S” =0 dargestellt, und es
gelten, wenn jene Graden Grade der elliptischen Brennpunkte
(A4 A) S— 2423 =0 und diese zu einander senkrecht sind,
fir sie die Gleichungen .

(A+ A) 3y — 2433, =0, (A4 + A) 5 —2423,» = 0,

Wy + 12y =0 '
und demzufolge auch die Gleichung

(A + 4) (3 + %"Z0) =0
oder
(A + A) (e 68y, +2"2" ) 4 - - -

+ 2055 (x'8’g3 + x"2"54) + - - =) = 0.
Daraus folgt: Die Winkelhalbirungslinien eines jeden
Punktes in Bezug auf die zwei durch ihn gehenden
Graden der elliptischen Brennpunkte einer Haupt-
diametrallinie sind polar conjugirte Grade in Be-
zug auf den Kegelschnitt. Und insbesondere sind daher
jede Grade des Kegelschnitts und die zu ihr senkrechte
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Grade — die Normallinie — des zu ihr gehdrigen
Punktes des Kegelschnitts Winkelhalbirungslinien
dieses Punktes in Bezug aufdie durchihngehenden
Graden der elliptischen Brennpunkte einer Haupt-
diametrallinie. In diesem Satze liegt dem bekannten Re-
flexionsgesetze zufolge der Grund des Namens Brennpunkte.

26. Der Pol einer Graden eines elliptischen Brennpunktes
ist der auf dessen Leitlinie — die Polaren der Brennpunkte
werden Leitlinien genannt — liegende Punkt der zu ihr
senkrechten Graden des Brennpunkts; die durch diesen Punkt
gehende Diametrallinie und jene Grade sind daher polar con-
jugirte Grade in Bezug auf den Kegelschnitt, und es gilt der
Satz: Jede Diametrallinie ist der Ort der Mittel-
punkte aller Graden, die derjenigen unter den durch
einen elliptischen Brennpunkt gehenden Graden pa-
rallel sind, welche auf der Verbindungslinie dieses
Brennpunkts mit dem Durchschnittspunkt der Leit-
linie desselben und der Diametrallinie senkrecht
steht. Insbesondere ist demnach die Verbindungslinie eines
elliptischen Brennpunkts mit dem Durchschnittspunkte der Leit-
linie desselben und einer harmonischen Hauptdiametrallinie auf
dieser senkrecht,

22. Die durch die Gleichungen

(Ar —%)16J2 43P 4+ (A — A) ¥*B=20
(Ax — %) 16J3 43P 4 (A4 — A)*B=0

gegebenen Punkte liegen nach den Formeln des 21. Abschnitts
vom Centrum ab in der quadratischen Entfernung

A8%

h® = A: .

‘Diese Gleichungen lassen sich nun sowohl in der Form
#8J2AS — 4* (— (Ax — %) 83 AP + (A — A)x'X)=0
als auch in der Form
— 24 (— 242 AP 4+ #'2)+ 4’ (—8J* '+ (A — A) ) =0
schreiben; es erhellt daraus, dass die auf den Hauptdiametral-
linien in der quadratischen Entfernung

e

x

A!

ht =
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vom Centrum ab liegenden Punkte Punkte des Kreises
— w4J2 AP + 42X =0
— die obige Grosse ist demnach das Quadrat seines Radius —
und die durch sie gehenden Graden des Kegelschnitts zugleich
auch Grade des Kreises
— (dx — %) 82 AP + (A — A)¥T=0
sind.

Insbesondere ergiebt sich hieraus, dass die hyperbolischen
Brennpunkte von allen Punkten, die auf den beiden Hauptdia-
metrallinien in gleicher Entfernung vom Centrum ab liegen, die
einzigen sind, welche die Eigenschaft haben, dass die durch
sie gehenden Graden des Kegelschnitts zugleich Grade eines
und nur eines . Kreises vom selben Centrum — des Kreises
— 8J24P 4 42 =0 — sind, wie es in der That auch nicht
anders sein kann.

In der quadratischen Entfernung

43_4__:;4 g A+ A
W=—pn—=%""94
vom Centrum liegen die Punkte
16J3 4P + (A + 4) B=0 oder 16J2 4P+ (A + A) B=0
— die Gleichungen 25. und 26. stellen nur fiir x =1, »’' = A«

+ A ein und dieselben Punkte dar — oder, weil auch durch
die Gleichung -

(A 4+ A)AS — 12 (— 81+ (A + A)2)=0
darstellbar, die auf den Hauptdiametrallinien liegenden Punkte
— die sogenannten Scheitelpunkte — des Kegelschnitts.
Der durch sie gehende Kreis oder vielmehr die beiden durch
sie gehenden Kreise vom selben Centrum — die Scheitel-
kreise — sind durch die Gleichung

—8J P (A + AHZT=0

oder also nach dem 14. Abschnitte durch die Gleichung
8J2 AR - (A + A) (AS— 4*8) =0
gegeben; fiir die Parabel degeneriren sie in Grade.

— e 1 T
¢ —oa
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Drittes Kapitel.
Metrische Eigenschaften der Kegelschnitte.

28. Fir die folgenden Untersuchungen ist es nothwendig,
abkiirzende Bezeichnungen fiir hdufig wiederkehrende Coeffi-
cientenfunctionen einzufithren. Man pflegt zunichst

c® — e?h?
zu setzen und nennt die Grosse e? die (elliptische) Excen-
tricitit des Kegelschnitts; wir setzen zu dem in Ueberein-
stimmung mit dem ersten Theile
et=1+4a
und nennen die Grosse a die elliptische Characteristik des
Kegelschnitts. Es ist
e? = _%__. a = i.:_'é.
, T A+A°" A4 4
Die elliptische Characteristik ist fiir die Ellipse
negativ, fiir die Hyperbel positiv und fir die Pa-
rabel zugleich negativ und positiv d. h. Null oder
unendlich, fiir den elliptischen Kreis die negative
und fir den hyperbolischen Kreis die positive Ein-
heit. Und darnach bestimmt sich die Grosse e2?; insbesondere
ist fir den elliptischen Kreis e? =0, fir den hyper-
bolischen Kreis e? =2 und fir die Parabel e? =1 und
e? = oo, \
In analoger Weise verstehen wir unter der hyperbolischen
Excentricitit und Characteristik des Kegelschnitts die Grossen
et —_ 24 a_A—4,
A+ 4’ A+ A’
sie stehen zum Kegelschnitt zufolge der Gleichungen
et e?=2,a+a=0
in dem umgekehrten Verhiltniss.
Und endlich setzen wir fest, dass ein wagerechter Strich

tber den eingefithrten Buchstaben, wie iiberhaupt, bedeuten soll, -

dass in den durch sie dargestellten Functionen — 4 an die

Stelle von 4 getreten ist, so dass also z. B. & = j i j ist.
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29. Bezeichnet man den senkrechten Abstand
eines Punktes 3 = 0 von der zweiten Hauptdia-
metrallinie — 8J2@t 4 (£ — 4) 8 = 0 oder

— 82 (4B — AS)+ (A — A) 428 =0
— wir denken der Grosse A das das Product 34 positiv
machende Vorzeichen beigelegt — durch x’, so ist er nach
Formel 14. des 8. Abschnitts durch die Gleichung
8J2 A4+ (A4 — A)(A42 + 82 L)) B, X =
42 (—8J2 (4R — A38y) + (A — A) 4*8,)
oder, wie man nach Multiplication mit — 8.7% und nachheri-
ger Division mit (4 — A)* findet, durch die Gleichung
A MRX'? = (A + A) (A4 + A) (LS By — ASy)
+ 244%8;)
oder endlich durch die Gleichung
Xt (A 4+ AR,y — ASy) + 2448,
bE AR,
gegeben, und in gleicher Weise gilt demnach fiir den senk-
rechten Abstand des Punktes von derersten Haupt-

diametrallinie — wir bezeichnen ihn durch £ — die Glei-
chung

£ (A — A) (LB — A3,) 4 2488,
e —2AR,

Die Addition und Subtraction dieser Gleichungen fiihrt
auf die Gleichungen

'g 23 , AS,;
b e =1, g =
b b AR
xl, 29
b =1 A
g2 AL By — A5) +2488,) — AMBy
— AR,

und damit insbesondere auf die fiir jeden Punkt des Kegel-
schnitts geltende Relation
x/’ = ]

x .
F+:§-=1.
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Far den durch die Scheitelpunkte der ersten Hauptdia-

metrallinie gehenden Kreis z. B. ist darnach
x? 4 7 = b?
und demgemiss, wenn x*® = x'? angenommen wird, in Riick-
sicht auf die Relation b* = ab?
i! — a’—‘S'

~ 80. Deraufeiner Hauptdiametrallinie liegende
Punkt der zu ihr senkrechten Graden des Punktes
Y =0 und der auf ihr liegende Punkt — seine Ent-
fernung vom Centrum sei y’ resp. ' — seiner Polare sind,
da die Polare dieses Punktes jene senkrechte Grade ist, in
Bezug auf den Kegelschnitt polar und somit in Bezug auf
die Scheitelpunkte desselben harmonisch conjugirt,
und also

x'ty’? = b4, £7f* =D".

81. Die senkrechten Abstinde eines Punktes
des Kegelschnitts von den Hauptdiametrallinien
sind, wenn

o 438,

=~ R,
gesetzt wird, durch die Gleichungen
erx't = Dbt — o1, 895! = b* — o
oder auch, wenn
8.16J445 , 16J24'8y
— n! =aa3 _—
(A+4)3 (A4 + 4)* R,
gesetzt wird, durch die Gleichungen
e2x' =—71' 1%, e?%® = —r? 4+ n'?

gegeben; diese letztere Form ist besonders fiir die Parabel von
Wichtigkeit, weil in derselben auch der senkrechte Ab-
stand eines Punktes der Parabel von der ersten
Hauptdiametrallinie vollstindig bestimmt erscheint, da
fiir sie

rs == aE’ =

—_ 1_911.‘._4: ’9 4‘“4’8“'

4 'V T TR,

r!

ist.
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Aus diesen Gleichungen ergeben sich zuvorderst unter Be-
achtung der Relationen e — ag® — 0, b* — a?h¢ =0 die
Gleichungen

x* B — ot ¥ b® — o®
PR T s L R < B

und damit offenbar die Tangentenquadrate der Winkel ¢, ¥/,
welche die durch den Punkt 3= 0 gehende Dia-
metrallinie und die durch ihn gehende Grade des
Kegelschnitts mit der ersten Hauptdiametrallinie
bildet, in der Form
b — o2 2 __ o1 /2
tglg' =a- gs 's’tg x=a: %a 7y
Die der durch den Punkt 3" == 0 gehenden Diametrallinie polar
conjugirte Diametrallinie ist der durch ihn gehenden Graden
des Kegelschnitts parallel; diese Graden bilden somit gleiche
Winkel mit der ersten Hauptdiametrallinie, und es muss daher,
wenn einer von den auf jener Diametrallinie liegenden Punkten
des Kegelschnitts durch die Gleichung 3" =0 gegeben und
die analogen Bezeichnungen gewihlt werden,
B — o't b1 —
b —aT " b1 _ o

oder also wegen b* — b* =c?, b®* 4 b* = ¢? in entwickel-
ter Form

c? (o 4 o"?) = cie?
sein. Die Gleichung
a" + an, —_ e’
giebt demnach die Bedingung an, unter welcher die Punkte
des Kegelschnitts =0, 3" =0 zwei polar conju-
girten Diametrallinien angehdren; im Falle des ellip-
tischen Kreises ist sie nicht hinreichend.
In Folge der Gleichungen.
!
Gt g
ist daher
x', + ’f! —_ cg — ar, — a//’.
Daraus folgt, dass der Ausdruck «’® das Quadrat der Ent-

Schendel, Elemente der anal. Geom. 9
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fernung der auf der, der Diametrallinie des Punk-
tes 3’=0 polar conjugirten Diametrallinie liegen-
den Punkte des Kegelschnitts vom Centrum — das
Quadrat der halben Linge dieser Diametrallinie —
darstellt; und die gefundene Bedingungsgleichung ist der Aus-
druck dafiir, dass die Summe der Quadrate der halben
Léingen jezweier polar conjugirter Diametrallinien
constant der Grosse ¢® gleich ist.

Im Falle des hyperbolischen Kreises ist €® =— 0; das
Quadrat der halben Linge einer jeden Diametral-
linie des hyperbolischen Kreises ist gleich dem
negativen Quadrate der halben Lange der ihr polar
conjugirten Diametrallinie, im Gegensatz zum ellip-
tischen Kreise, fir den das Quadrat der halben Linge einer
Diametrallinie gleich ist dem positiven Quadrate der halben
Linge der ihr polar conjugirten Diametrallinie.

Im Allgemeinen giebt es nur zwei polar conjugirte
Diametrallinien, fiir welche die Quadrateihrer hal-
ben Lingen einander gleich sind; es sind dies, da
deren Grosse offenbar }e? ist, die durch die Durchschnitts-
punkte des Kegelschnitts und des Kreises —8J¢ /P + 43=10
gehenden Diametrallinien. Die Gleichung o'? = }¢* macht

b? — o'2
b —ai D

und es ist also das Tangentenquadrat des von diesen Dia-
metrallinien mit der ersten Hauptdiametrallinie gebildeten Win-
kels die Grosse a; die Gleichung

b* — o'
pr—gi— 11!

giebt o'? = oo, also B, =0 und bezeichnet so den Punkt

3’ =0 als auf der unendlich fernen Graden liegend; das Tan-
gentenquadrat fiir die harmonischen Hauptdiametrallinien, fiir
welche allein die Quadrate ihrer halben Léngen sich entgegen-
gesetzt gleich sind, ist somit die Grisse a und demzufolge
sind wegen der Relation a 4- & = O jene Diametrallinien die
anharmonischen Hauptdiametrallinien (die gleichen
Durchmesser). Jede harmonische Hauptdiametral-
linie bildet demnach mit der ersten Hauptdiametral-
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linie einen Winkel, dessen Tangentenquadrat die
elliptische, und jede anharmonische einen Winkel,
dessen Tangentenquadrat die hyperbolische Cha-
racteristik ist. ‘

Aus der Bedingungsgleichung o'? = }e? oder vielmehr aus
der ihr gleichbedeutenden Gleichung 4 /3B; 424428 =0
und aus dem Umstande, dass jede Diametrallinie durch den
Durchschnittspunkt der harmonischen Hauptdiametrallinien
A’ — AS==0 und der Polaren der imagindren Kreispunkte
8§ — 0 geht, ergiebt sich sofort die Gleichung der anharmo-
nischen Hauptdiametrallinien in der Form

A(AB — M) + 2A44*8 =0
oder -
AG + 248 = 0.
Die anharmonischen Hauptdiametrallinien sind reell
und imaginir, wo die harmonischen imaginir und reell sind,
also reell fir die Ellipse und imagindr fir die Hy-
perbel

Wir bemerken, dass fiir zwei polar conjugirte Dia-
metrallinien, weil sie in Bezug auf die harmonischen Haupt-
diametrallinien harmonisch oder in Bezug auf die anharmo-
nischen anharmonisch conjugirt sind, die Relation

tgyp'tgyp” —a
besteht.

Zwischen den senkrechten Abstinden der dem Kegelschnitt
angehorigen Punkte polar conjugirter Diametrallinien von den
Hauptdiametrallinien haben wegen der Relationen 2b? — c2
+ e®, c¢* = b2e? und der Gleichung

(b? — &) (b — o'1) = b — ") (b* — o)
= b?b? — o'2a"* '
die Relationen
X2 4 x"? =b?, £2 4+ £ = b7, x'2{2 = x"2f*
statt. '

Die Entfernung derjenigen Punkte des Kegelschnitts, welche
zugleich Punkte der zu der ersten Hauptdiametrallinie senk-
rechten Graden eines Brennpunkts sind, von einander nennt
man den (ersten) Parameter des Kegelschnitts. Fir

9 *
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die elliptischen Brennpunkte ist x'? = c¢* und fir die hyper-
bolischen x'* = ¢?; man findet darnach den halben elliptischen
und hyperbolischen ersten Parameter in der Form
r* — ab’, r* =—ab’.
Die Quadrate der Sinus und Cosinus der Winkel ¢’ und
%' sind

hi ‘2 2 4]
—a b? —a
in® o — IO
sin q’ = é’aﬂ"_") cos ¢P = e’a"’
bt — o2 bt — o't
in® e o | R . AR
sin? y = g1’ Ccos = ela’?

Der Ausdruck £%:cos?y’ d. i. die quadratische Entfernung
des Punktes =’ =0 von dem Durchschnittspunkte der durch
ihn gehenden Normallinie und der ersten Hauptdiametrallinie
ist hiernach aa’* und also

n’l o m’!
das Quadrat der sogenannten (ersten) Normale des Punktes
des Kegelschnitts. Daraus ergeben sich weiter u. a. die
Relationen
n'? 4 n"* = ae?, n'*i? = o4, n'? = adie.

Die Gleichung e?%* — — r? 4- n"?* nimmt fiir die Parabel
die Form x* 4 r® =n'* und deutet nunmehr den Satz an:
Die quadratische Entfernung der auf der Normal-
linie und der zu der ersten Hauptdiametrallinie
senkrechten Graden eines Punktes der Parabel lie-
genden Punkte der ersten Hauptdiametrallinie (das
Quadrat der Subnormale) ist constant gleich r2.

Der Punkt 3’ =0 liegt auf einer elliptischen Leitlinie,
wenn 8, = 0 und also &¢'® =0 ist, und auf einer hyperboli-

¢ ’ 8J2 43
schen, wenn — 8J* @, + A8, =0 und also ¢'* = — ~
25

=g ist; daher ist der senkrechte Quadratabstand

des Centrums von den zu den Brennpunkten der
ersten Hauptdiametrallinie gehdrigen — der zweiten
parallelen — Leitlinien beziehungsweise

’ b2 b2

i
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Auch erkennt man, da 8 =0 die Polaren der imaginiren
Kreispunkte darstellt, dass die Quadrate der halben Lingen
der dusseren Winkelhalbirungsdiametrallinien der Null, und da
— 8J'@& + 48 die Polaren der reellen Kreispunkte sind,
dass die Quadrate der halben Liéingen der inneren
Winkelhalbirungsdiametrallinien (in Bezug auf die
nhe
Hauptdiametrallinien) der Grosse 2%:3— oder also dem

harmonischen Mittel zwischen den Grdssen b? und
b® gleich sind.

32. Der senkrechte Abstand des Centrums des
Kegelschnitts P==0, des Pols der unendlich fernen Gra-
den I = 0, von der Polare des beliebigen Punktes
3" =0 ist nach der Formel 16. des 10. Abschnitts durch die
Gleichung

A8 ;1i? = 4J2 R
4040 _ A0(A* — AN _ a5 Gurch die Glei-

oder wegen — = a1t
chung

48,1 = — b3b’ /M,
gegeben.

Insbesondere ist der senkrechte Abstand des Cen-
trams von der einem Punkte des Kegelschnitts 3'=0
zugehdrigen Graden desselben durch die Gleichung

o'*m’? = bb?
dargestellt. Hieraus folgt u. a.: Das harmonische Mittel
zwischen den senkrechten Quadratabstinden des
Centrums von zwei jeden zwei polar conjugirten
Diametrallinien parallelen Graden des Kegel-
schnitts ist, reciprok genommen,

cl
Yt i) " ‘
und daher constant gleich dem harmonischen Mittel zwischen
den Grossen b® und b® oder gleich dem Quadrate der
halben Lénge einer jedenderinneren Winkelhalbi-

rungsdiametrallinien. Ferner ist fiir die Punkte 2 = }eo?
d.i. fiir dic auf den anharmonischen Hauptdiametrallinien, deren
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quadratische halbe Liangen der Ausdruck je? angiebt, liegen-
den Punkte des Kegelschnitts

205

=i
ind es liegen daher die Fusspunkte der Senkrechten
.us dem Centrum auf die den auf den anharmoni-
chen Hauptdiametrallinien liegenden Punkten des
{egelschnitts zugehorigen Graden desselben auf
lem durch dieauf den Winkelhalbirungsdiametral-
inien liegenden Punkte des Kegelschnitts gehen-
len Kreise.

33. Der Winkel zwischen zwei polar conjugirten Dia-
netrallinien — er mag durch 1 bezeichnet werden — ist gleich
lem Winkel zwischen der einen und einer von den der andern
»arallelen Graden des Kegelschnitts, und daher ¢”2 sin® y=m"
)der also '

o'2a"? sin? ¥ = b*b”.

Das vierfache Quadrat des Fliacheninhalts des
lurch das Centrum und zwei auf dem Kegelschnitt
liegende Punkte zweier polar conjugirter Diametral-
linien bestimmten Dreiecks ist demnach constant
zleich b2b?.

Das Quadrat der Entfernung eines jeden der auf einer
Graden des Kegelschnitts liegenden Puunkte der zu ihr senk-
rechten Graden der elliptischen Brennpunkte der ersten Haupt-
diametralliniec von dem Fusspunkte der zu ihr senkrechten
B’% . a"‘

e2q’? oder
also der Relation ¢? —e?b? zufolge — m’? 4 b?; der Ort
der Fusspunkte der zu den Graden des Kegelschnitts
senkrechten Graden der Brennpunkte einer Haupt-
diametrallinie ist der durch ihre Scheitelpunkte
gehende Kreis.

34. Zur Ableitung mehrerer anderer Sitze bediirfen wir
die Bezeichnung einiger Punkte durch Buchstaben; wir be-
zeichnen deshalb den beliebigen Punkt des Kegelschnitts 3'=0
durch P’, die auf der ersten Hauptdiametrallinie liegenden
Punkte der zu ihr senkrechten Graden und der Normallini¢

Graden des Centrums ist ¢?.cos? y" d. i — ¢2-
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desselben durch O’ und N’, das Centrum des Kegelschnitts durch
M, die auf der ersten Hauptdiametrallinie liegenden elliptischen
Brennpunkte durch B, und B,, den auf ihr liegenden Punkt
der zu dem ersten dieser Punkte gehorigen Leitlinie durch L,
und die auf dieser Leitlinie liegenden Punkte der zu der ersten
Hauptdiametrallinie parallelen und der durch den Punkt B,
gehenden Graden des Punktes P’ durch R’ und Q.
Es ist dann zunichst

B,P’* — (B,M 4 MO')? 4 0'P'* = B, M*® 4 MO 4 OP*

4 2B,M. MO = ¢t -+ o’ + 2¢ VBT — @
[]

S
= 2b? — o'? 4-2b Vb2 — o2
oder also
2
B, P! = (b + Vb* — a?)*

und hierin offenbar das Vorzeichen der Quadratwurzel positiv
oder negativ zu nehmen, je nachdem der Punkt M zwischen B,
und O’ liegt, oder nicht. Mit Riicksicht hierauf und in Folge
des Umstandes, dass, wie aus den Gleichungen X2 = a (x'2 — b?),
e2x’? — b? — ¢'?, deren erste man vermige der Relation
ab? 4 b* = 0 leicht erhalt, unter Beriicksichtigung der
Grossenverhdltnisse von a und e? und, dass b? nach der Re-
lation c¢? = e?b? stets positiv ist, hervorgeht, wenigstens fiir
jeden reellen Punkt der Ellipse b* — o/? << b2 und der Hy-
perbel b2 — &’2 > b2 ist — hiernach geht von zwei polar
conjugirten Diametrallinien der Hyperbel die eine -
durch imagindre, wenn die andere durch reelle
Punkte derselben hindurchgeht —, ergiebt diese Glei-
chung beziehungsweise fiir die Ellipse und Hyperbel

B,P'=b+4 Vb*—c2, B,P'=Vb2—d2 +b
B,P’=b — Vb2 —¢2, B, =Vb® —a? —)
und damit fiir die Ellipse
B,P’ + B,P'=2b, B,P'.B,P' = 4 a2
und fiir die Hyperbel
B,P'— B,P' =2b, B,P'.B,P' = —"o"2,
Die Summe der Entfernungen eines Punktes der
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Ellipse und die Differenz der Entfernungen eines
Punktes der Hyperbel von den elliptischen Brenn-
punkten derersten Hauptdiametrallinie ist demnach
constant gleich 2b und das Product dieser Entfer-
nungen fiir die Ellipse gleich der positiven und fir
die Hyperbel gleich der negativen quadratischen
halben Linge der der durch ihn gehenden Diame-
trallinie polar conjugirten Diametrallinie.
Die Fntfernung eines Punktes der Parabel vom (nicht un-
dlich fernen) Brennpunkte ldsst die obige Formel, wenn sie
der Form

(b — Vb“ —o'2)?
schrieben wird, als durch die Gleichung
BP —1. 48y
AR
igeben erscheinen; es ist demnach fiir die Parabel
n'* = 2r. B,V

h. das Quadrat der Normale eines Punktes der Pa-
tbel gleich dem Product aus seiner Entfernung
ym Brennpunkte und dem Parameter. In Folge dieses
\tzes ist wegen PO’'* = — r? 4 n'?
B,0* =B,P* — P0"* =(B,P'—1r)*
id demgemiss, weil nach einem Satze des 31. Abschnitts
r==0N
t, B,O’ = B,P' — O'N’ oder
B,N'=B,P’;

n Punkt der Parabel liegt somit vom Brennpunkt
yen 8o weit ab, als derdurch seine Normallinie auf
er Hauptdiametrallinie bestimmte Punkt.

Der senkrechte Quadratabstand des Centrums von der Leit-
lie eines elliptischen Brennpunkts der ersten Hauptdiametral-

le ist ll-, und daher

PR® = (OM + ML,)' = % o5 b+ VB =ay.
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Und da nun hierin die Quadratwurzel positiv oder negativ ist,
je nachdem der Punkt M zwischen den Punkten O’ und L,
oder also B, liegt, oder nicht, so ist

B, P

PR~ °

d.h. die Entfernung eines Brennpunkts von einem
Punkte des Kegelschnitts steht zu dem senkrechten
Abstande dieses Punktes von seiner Leitlinie in dem
constanten Verhédltniss e:1. Der Ort eines Punktes,
dessen Entfernung von einem festen Punkte zu seinem
senkrechten Abstande von einer festen Graden in
constantem Verhdltniss steht, ist daher ein Kegel-
schnitt, und zwar eine Ellipse, Parabel oder Hyper-
bel, je nachdem dieses Verhiltniss kleiner, gleich
oder grosser als die Einheit ist.

Ferner ist
PR _PQ
B,L, B,Q

und folglich, da
PQ =B,Q —B,P, ePR =+ B,P’, eB,L, =r
ist, ,
. +B,P'.B,Q =r (B,Q — B,P)
oder also

BP=—"

+14+ 1

14 B,Q
Diese Relation, in der das Pluszeichen den zwischen den
Punkten B, und Q' und das Minuszeichen den nicht zwischen

ihnen liegenden Punkt des Kegelschnitts andeutet, giebt unter
Beriicksichtigung, dass der senkrechte Abstand des Brenn-

punkfs von seiner Leitlinie B, L, =§ und also der kleinste

Werth von B,Q  fir die Ellipse grosser, die Parabel gleich
und die Hyperbel kleiner als r ist, ein klares Bild von
der Gestalt der Kegelschnitte. Die folgenden Figuren.
stellen, soweit es moglich ist, mit den circularen und para-
bolischen Diametrallinjen und den elliptischen Brennpunkten
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und Leitlinien eine Ellipse, eine Parabel und eine Hyper-
bel dar.

N\

A

Von den mancherlei Satzen, die in der obigen Formel ent-
halten sind, erwihnen wir nur denjenigen, der sich sofort er-
giebt, wenn man sie in der Form

1 — 1 1
BF=*rtaq
schreibt; er lautet: Das harmonische Mittel zwischen
den (absoluten) Entfernungen eines Brennpunkts von
den auf einer seiner Gradenliegenden Punkten des
Kegelschnitts ist constant gleich r.

Dazu bemerken wir endlich noch, dass, wenn der von
B,L, nach B,P’ gerechnete Winkel L,B,P’ durch &' und der
sogenannte Radiusvactor B,P’, absolut genommen, durch ¢’
bezeichnet wird,

, , B,L r
¢ =+ B,P, cos o =-__l-l—31—Q,l und also B.Q

jst und demgemass die Relation

= ecos o
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’ r
¢ =1 +ecosc
statt hat.

33. Die einem Punkte des Kegelschnitts zugehdrige Grade
des Kegelschnitts und die durch ihn gehende Normallinie sind
nach dem 25. Abschnitte harmonisch conjugirt in Bezug auf
seine Verbindungslinien mit den Brennpunkten einer Haupt-
diametrallinie, und folglich sind die auf dieser liegenden Punkte
jener Graden harmonisch conjugirt in Bezug auf die Brenn-
punkte — bei der Parabel liegen sie daher von ihnen gleich
weit ab, so dass mit Riicksicht auf einen Satz des vorigen
Abschnitts der Satz besteht: Jeder Punkt der Parabel
und die auf der Hauptdiametrallinie liegenden
Punkte der durch ihn gehenden Normallinie und
Graden des Kegelschnitts liegen vom Brennpunkt
gleich weit ab — und es ist demnach, wenn sie, je nach-
dem sie auf der ersten oder zweiten Hauptdiametrallinie liegen,
durch T, N’ oder T, N bezeichnet werden,

MN'.MT =c?, MN .MT =¢s.

Diese Gleichungen fithren auf einige bemerkenswerthe Sitze.

Es sei B, der Fusspunkt der zu einer Graden des Kegel-
schnitts senkrechten Graden des Brennpunkts B,; es ist dann

B,B, _B,T
NP — NT

und demnach, weil
N'T .MT = — MN'. MT' 4 MT * = — MB} 4 MT®
= B,T (MB, + MT)

ist,
BB, — NP _
4 B,
MT’ .
Daraus folgt zundchst, wenn B’ die analoge Bedeutung hat,
wegen MB; = — MB, die Gleichung

i(s;5; T 5,5,) NP
und damit der Satz: Das harmonische Mittel zwischen
den senkrechten Abstinden der Brennpunkte einer
Hauptdiametrallinie von einer Graden des Kegel-



140 Drittes Kapitel.

schnitts ist gleich der zu ihr gehdrigen Normale.
In der Parabel ist daher der senkrechte Abstand des
Brennpunkts von einer Graden derselben gleich
der halben ibhr zugehdrigen Normale. Und weiter er-
giebt sich

. . n'? b2n' bin's
BIBI ‘B’B! = c3 = b’ — e’x” = (X" = ab’
Ty

oder also

B,B’, .B,B’y =b*;
das Product der senkrechten Abstinde der Brenn-
punkte der ersten Hauptdiametrallinie von einer

Graden des Kegelschnitts ist somit constant b*.

Ferner findet in den obigen Gleichungen ihre Begriindung
die Gleichung

N 2 N ¢ ]
(54T - (LA )

die den folgenden Satz enthialt: Die Brennpunkte der
ersten Hauptdiametrallinieund die auf der zweiten
Hauptdiametrallinie liegenden Punkte der durch
einen Punkt des Kegelschnitts gehenden Normal-
linie und Graden des Kegelschnitts liegen auf einem
Kreise, dessen Centrum auf der zweiten Hauptdia-
metrallinie liegt. ‘

36. Sind die auf einer Graden des Kegelschnitts liegen-
den Punkte zweier polar conjugirter Diametrallinien die Punkte
P, und P;, so gehen durch den ihr zugehorigen Punkt P
des Kegelschnitts die Polaren dieser Punkte, und es ist, da
diese jenen Diametrallinien parallel sind, wenn die auf ihnen
durch sie bestimmten Punkte durch R’ und R” bezeichnet
werden,

MR _ R'P; _R'M 4 MP;

MP, T~ MP, = ~ MP;
oder
MR’ MR’
IS A

Da nun ein Punkt einer Diametrallinie und der durch seine
Polare auf ihr bestimmte Punkt als in Bezug auf den Kegel-
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schnitt polar conjugirt in Bezug auf die auf ihr liegenden
Punkte des Kegelschnitts harmonisch conjugirt sind — im Falle
der Parabel liegen sie somit von diesen gleich fveit ab —, so ist
MP, .MR' = a2, MP| . MR" = o'?
und also
MR® | MR
o + P e 1; ‘
es besteht demnach, da durch MR'® und MR"® die quadra-
tischen Parallelabstinde des Punktes P von und in Bezug auf
die polar conjugirten Diametrallinien — wir bezeichnen sie
durch x"? und x'? — gegeben sind, der Satz: Zwischen den
Parallelabstinden eines Punktes des Kegelschnitts
von und in Bezug auf zwei polar conjugirte Dia-
metrallinien besteht die Relation
x” xll’
&-,? 7; = 1-
Der Parallelabstand des Punktes P von der durch den
Punkt P’ des Kegelschnitts gehenden Graden desselben in Be-
zug auf die durch ihn gehende Diametrallinie ist
PR’ = PM + MR’

und daher
MR? = PM* — 2PM.PR 4 PR"
oder, wenn wir

Setzen,

demzufolge ist

und es gilt, wenn die abkiirzenden Bezeichnungen

, a’i , a's
P=nm I=—gn

eingefithrt werden, der Satz: Zwischen den Parallelab-
stinden eines Punktes des Kegelschnitts von einer
Graden desselben und der durch den ihr zugehori-
gen Punkt des Kegelschnitts gehenden Diametral-
linie besteht die Relation

X'? = 2p’% 4 q'fs.
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Die Grdsse q' ist fiir jede reelle Diametrallinie der Ellipse
negativ und der Hyperbel positiv und fiir die Parabel Null,
denn es ist

’ a,’ ‘/Isa'
q == e— —W —_— - .
o AAR; + 48,
Die Grosse p’ wird der halbe Parameter der Diametral-
linie genannt, sie ist durch die Gleichung
‘9 a" d’s;'
PETT R, (AR, + A8,)
bestimmt. Fir die Parabel ist demnach

A8%

£ Jg. . ‘s — AB. P2

p v, 1 oder‘also p 4B,P”,
d. h. der Parameter einer Diametrallinie gleich der
vierfachen Entfernung des auf ihr liegenden Punk-
tes derselben vom Brennpunkte. Fiir den hyper-
bolischen und elliptischen Kreis ist der Parameter
einer Diametrallinie gleichihrer Linge. Der Para-
meter der ersten Hauptdiametrallinie ist der (erste)
Parameter des Kegelschnitts.

Endlich sei noch bemerkt, dass fiir

(" —X)?=a"2 — o X't = p'?
und darpach der Parameter einer Diametrallinie die
Entfernung derjenigen Punkte des Kegelschnitts
ist, welche auf einer der, durch die auf ihr in der
quadratischen Entfernung o’* — &2 vom Centrum
ab liegenden Punkte hindurchgehenden, der ihr
polar conjugirten Diametrallinie parallelen Graden
liegen.

3?. Die Diametrallinien, fiir deren polar conjugirte die

Grosse o'? das Quadrat der halben Linge ist, oder deren auf
dem Kegelschnitt liegende Punkte durch die Gleichung

gegeben sind, sind eben wegen dieser Gleichung und als durch
den Durchschnittspunkt der harmonischen Hauptdiametrallinien
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4B — 4S=0 und der Polaren der imaginiren Kreispunkte
8 = 0 gehend durch die Gleichung

a2 A (AR — AS) + 4°8 =0
dargestellt. '

Die senkrechten Quadratabstinde eines Punk-
tes X" =0 einer der Dlametrallmlen, deren qua-
dratische halbe Linge die Grosse «”2 ist, von den
Hauptdiametrallinien sind daher durch die Gleichungen
@1 —br SBy L g LB
Teld? ARG’ T T ed' AR,
gegeben, und demnach ist seine quadratische Entfernung
vom Centrum

x"2 =

und.in Folge dessen der senkrechte Abstand des Cen-
trums von seiner Polare, mit sich selbst multiplicirt,
bgslan’

Ll

m? =

und also durch die Gleichung
oim'? = o"2m'?
gegeben. Diese letztere Gleichung enthilt den Satz: Das Pro-
duct aus der Entfernung des Centrums von einem
jeden Punkte einer Diametrallinie und seinem senk-
rechten Abstande von dessen Polare ist constant
oder in andern Worten, da die Polare eines Punktes einer
Diametrallinie als durch deren Pol gehend der ihr polar con-
jugirten Diametrallinie parallel ist, den Satz: Das Product
der Entfernungen des Centrums von einem jeden
Punkte einer Diametrallinie und dem durch seine
" Polare auf der zu der ihr polar conjugirten senk-
rechten Diametrallinie bestimmten Punkte ist con-
stant. Im Falle des elliptischen Kreises nimmt er die ein-
fachere Form an: Das Product der Entfernungen des
Centrums von einem Punkte einer Diametrallinie
und dem auf ihr durch seine Polare bestimmten
Punkte ist constant.
Im Anschluss hieran sei bemerkt, dass die Summe der
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reciproken quadratischen halben Langen zweier zu
einander senkrechter Diametrallinien constant ist;
denn es ist, wenn wir deren quadratische halbe Lingen durch

’

«’? und &' bezeichnen, wegen sin?® (90 4+ ¢') =1 —sin? ¢

d*—bs o't — b2 '
&g T T Ted?
oder also wegen &2 4 ~* —2 und ¢ — 2b® in der That
c‘l

gt ==
s -
a'? al b2h?

Fiir die harmonischen Hauptdiametrallinien ist dbrigens

¥t = f_s_ﬁ
AB&-
erX't = d'?, §2%%, = ¢'?, d?ni? = — b?b?,
fir die anharmonischen Hauptdiametrallinien dagegen
. 4’8y
ad=—
AB&-
ex?=d?, @k? =d?, d3m? =+ b*b*.

38. Die der Gleichung

a2 A (AR — 4AS) 4 458 =0
zugeordnete Gleichung ist

(b%h® — o'2a”"?) 4344 P =0;
denn, wenn wir sie in der Form »P =0 geben, so erweist
gich die Constante %, da die der Gleichung /I8 — 48 =0
zugeordnete Gleichung nach dem 13. Abschnitte von der Form
A3A43 4 2A443@ = O oder, weil hierin wegen 30" = 4
243" = 43P — AZ ist, von der Form 44*P =0 ist,
durch die Bemerkung, dass jene Gleichung fiir ¢’* = b?® und
o't =1b* die Hauptdiametrallinien und filr o’* = oo die har-
monischen Hauptdiametrallinien darstellt und daher die zuge-
ordnete Gleichung in den beiden ersten Fillen die Form 0=0
annehmen und im dritten den Factor .43.44a’¢ eingehen muss,
als von der Form (b — %) (b® — &?) 4344,

Das Product der senkrechten Quadratabstinde eines Punk-
tes von den Diametrallinien, deren quadratische halbe Linge
die Grosse o? ist, ist demnach nach der Formel 15. des 8. Ab-
schnitts durch die Gleichung
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R; {(— a* A4 + 23 (4* + 8T )
+ 163245 (b?b* — a"a"’)‘ piu’d =
16J4 (a2 4 (4° B, — 48,) + 4°8,)?

oder nach gehoriger Reduction durch die Gleichung
A ARyt = 164 (o2 A (B, — A4S5,) + 1°8,)*
gegeben.

Fiar die harmonischen Hauptdiametrallinien ist hiernach

A A*Rutu’? = 16J¢ (4°B, — A48,)*
und fiir die anharmonischen Hauptdiametrallinien
A2 A2 ARyt =16J¢ (A (4B, — A4S,) + 2.448,)?;
es geht daraus hervor, dass jeder Punkt der Kegel-
schnitte
S=0,24R — 485 =0
und jeder Punkt der Kegelschnitte
A4 R — A8) + 24418 — AR =0
A(4*R — 4S) + 244*8 + A4PR =0,
und nur ein solcher, die Eigenschaft hat, dass das
Product seiner senkrechten Quadratabstdnde be-
ziehungsweise von den harmonischen und anharmo-
nischen Hauptdiametrallinien constant gleich
b¢b* beb*
—c‘—' und P

ist. :
Fiir diese Kegelschnitte gelten, wie man aus den Formeln

am Ende des 29. Abschnitts fiir 8’2 = 0 und 8’* = 2 erkennt,
die Relationen

S X £
BT+B-—,=+1, BT+§=—1
X  x? xs K

Wt e

welche, in der Form
X' i b & x's
b3 } Bi J— 1, _—53 + -——ba =1
x's £2 b 4] x'?
wrop=h g tom=!

geschrieben, vollstindigen Aufschluss iiber sie geben.
Schendel, Elemente der anal. Geom. 10
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Alle vier Kegelschnitte haben dieselben Hauptdiametral-
linien; die Hauptdiametrallinie, die fiir den ersten Kegelschnitt
die crste oder die zweite ist, ist filr den zweiten die zweite
oder die erste, fir den dritten die erste oder die zweite und
fiir den vierten die zweite oder die erste Hauptdiametrallinie.
Die harmonischen und anharmonischen Hauptdiametrallinien des
ersten Kegelschnitts sind beziehungsweise die harmonischen und
anharmonischen des zweiten und dic anharmonischen und har-
monischen des dritten und vierten. Jede Diametrallinie hat,
je nachdem sie mit dem ersten Kegelschnitte reelle oder ima-
ginidre Punkte gemein hat, mit dem zweiten Kegelschnitt imagi-
nire oder reelle Punkte gemein, und zwar ist ihre halbe Lange,
wenn sie in Bezug auf den ersten Kegelschnitt durch o oder
ia’ dargestellt ist, in Bezug auf den zweiten die Grosse io’
oder o’; und dasselbe gilt vom dritten und vierten Kegelschnitt.
Ist der erste Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel, so ist
der zweite gleichfalls eine Ellipse oder Hyperbel, der dritte
aber und vierte eine Hyperbel oder Ellipse. Endlich bemerken
wir als die Beschaffenheit und Lage der Scheitelpunkte und
Brennpunkte beleuchtend, dass das, was fiir den ersten Kegel-
schnitt -

b2, b*, c2, ¢2
ist, fir den zweiten

—b%, — b2, c2, — €2,

fiir den dritten

b2, —b?, €2, c?
und fiir den vierten

Bza —bza 027 —c?
ist.

39. Das sechszehnfache Product der quadra-
tischen Parallelabstinde eines jeden Punktes des
Kegelschnitts von den harmonischen Hauptdiame-
trallinien ist mit Riicksicht auf den vorigen Abschnitt, der
Winkel ¢ durch die Gleichung tg® ¢ = a vorausgesetzt, die

. 16b*b* . a
Grisse m@ oder, da sin? ¢ = ooy C0s* 9= 615 und also
4a 4b2b*

sin? 2¢ == ist, die Grosse ct. Da der auf
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einer Graden des Kegelschnitts liegende Punkt desselben nach
dem 7. Abschnitte von den auf ihr liegenden Punkten der har-
monischen Hauptdiametrallinien gleich weit abliegt, so ist deren
Entfernung vom Centrum das Doppelte der Entfernung der
durch die ihnen parallelen Graden jenes Punktes auf ihnen
bestimmten Punkte vom Centrum und es ist demnach auch
das Product der quadratischen Entfernungen der
aufeiner Graden des Kegelschnittsliegenden Punkte
der harmonischen Hauptdiametrallinien vom Centrum
constant c4; demgemiss bestimmt jede Grade des
Kegelschnitts mit den harmonischen Hauptdiame-
trallinien ein Dreieck, dessen Quadratinhalt con-
4 QIn?

c 812 2¢9 — — b,

Der quadratische Parallelabstand eines der Scheitelpunkte
der ersten Hauptdiametrallinie von den harmonischen Haupt-

2 qin2 2

diametrallinien ist %\%‘%ﬁ—) = %- Wir bezeichnen deshalb
diesen Punkt durch S und die Punkte, die auf den durch ihn
gehenden den harmonischen Hauptdiametrallinien parallelen
Graden durch diese und die ihnen parallelen Graden eines
Punktes des Kegelschnitts bestimmt werden, beziehungsweise
durch H,, H, und P,, P, und setzen

SH, = SH, =3, SP, =x,, 5P, =x,;
es ist dann

stant — b2?b? ist, denn es ist

C C
P1H1=§—xu P2H2=§—xm

also
c? ¢ '
PH, .P,Hy — T'_—xxxz — 3 (x; +x,)

und folglich, da offenbar P,H, .P,H, stets positiv ist, nach
dem ersten Satze dieses Abschnitts

1 1 2

X, X4 €
Jeder Kegelschnitt, fiir den c® =4 ist, steht darnach wegen
der Gleichungen 5 +z5 =1 und g5 + 23 =1 zu den Ex-

centricititen der Kegelschnitte in einer merkwiirdigen Beziehung.

10*
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Viertes Kapitel.

Von den Invarianten der Kegelschnitte und den einfachen
Formen der Kegelschnittagleiohuné. Das Doppelverhiltniss.
Ableitung und Verallgemeinerung von Sitzen vermittelst
der Prinzipien der Polarreciprocitiit, Dualitiit und
. Continuitit. N

40. Die Gleichung

2
c

o

I

kennzeichnet das Verhiltniss % als ein constantes, von der
Wahl des Fundamentaldreiecks unabhéngiges. Es ist also, wenn
wir den Kegelschnitt S = 0 in Bezug auf ein anderes Funda-

mentaldreieck durch die Gleichung S = 0 gegeben denken,

4
4

4_4 oder
A4 4
. A= ‘MA'., A= ‘V.A.
und wegen der Gleichungen
1678 4= A% — A3, 1652 — A* — A2, p =LA _ 44
’ ’ A* T T p

demzufolge
I3 A =93324d, J4 4% = »3J4 4.

Daraus geht hervor, dass diese in Bezug auf zwei Fundamental-
dreiecke gebildeten Coefficientenfunctionen sich von einander
nur durch einen constanten von der Wahl der Fundamental-
dreiecke abhingigen Factor unterscheiden; die Functionen
A, 4, A, A sind, wie man sagt, Invarianten. Die Be-
stimmung des constanten Factors liefert die die Werthe von
», »' angebende Gleichung, fiir welche der Kegelschnitt x3
~+ #'2 =0 in Punkte degenerirt, nimlich die Gleichung 4%
+ 30'%%% 4 3O@xx'? = 0, in der 30" = 44, 304 =
—4J2 4 ist. Nach dem 19. Abschnitte des ersten Theiles
vollzieht sich ndmlich die Coordinatentransformation durch

lineare Substitution, durch welche die Gleichung =+ »'2 =0
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in die Gleichung »3 4 xS = 0 iibergeht, ohne dass dadurch
die Grossen #, »” sich dndern; die Grossen x, ', fiir welche
sie Punkte darstellt, bleiben demnach fiir jedes Fundamental-
dreieck dieselben, und es miissen daher, wenn unter den Coef-
ficienten der sie bestimmenden Gleichung sich einer durch
Hinzutreten eines Factors dndert, die iibrigen denselben Factor
eingehen, also, weil J4¢43% = »3J444 ist, auch z. B. J*@’
= »3J4 @ sein. Und da nun J44.4 = »2J44.4 und also an-
dererseits J8@' — »3J4@’ ist, so ergiebt sich der constante.
Factor durch die Gleichung
I8 =J8;
es ist demnach
Ig =084, PB4 =084, J54=T54, I 45 =T 4°.

Zugleich leuchtet ein und wird in gleicher Weise aus der
Gleichung /%x3 4 30'x2x’ 4 3@xn'? 4 4'3%'8 = 0 gefunden,
dass iiberhaupt ganz allgemein die Functionen

0, 0,0,06

auch Invarianten sind, und dass die in Bezug auf
zwei Fundamentaldreiecke gebildeten genannten
Functionen ebenso, wie die kubischen Discriminan-
ten zu einander simmtlich in dem Verhiltniss der
biguadratischen Fundamentalflicheninhalte stehen.

‘Wir nennen den Potenzexponenten des Verhiltnisses der

Fundamentalfliicheninhalte J: J in dem Sinne, wie er hier er-
scheint, den Invariantenexponenten der betreffenden
Function, so dass darnach z. B. 4 der Invariantenexponent der
letztgenannten Functionen ist. Der Invariantenexponent
des Fundamentalflicheninhalts ist Eins, der einer von
der Wahl des Fundamentaldreiecks unabhingigen Grosse Null.

Nach den Coordinatentransformationsformeln — wir setzen
die Coordinatentransformation in der am Schlusse des 19. Ab-
schnitts des ersten Theiles bezeichneten Weise ohne jede ein-
schrinkende Relation voraus — geht offenbar die Function IR
in die Function B8 iber; sie ist daher auch eine Invariante
und zwar ist ihr Invariantenexponent Null. In derselben Weise
sind iiberbaupt alle Functionen, die der Null gleichgesetzt
geometrische Gebilde reprasentiren, Invarianten,
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weil die Gleichungen dieser Gebilde durch Umformung fiir
ein anderes Fundamentaldreieck in ihrer Form offenbar im
Wesentlichen keine Aenderung erleiden konnen. So besitzt auch
die Function /3B — _#S den Invariantencharacter und zwar
muss ihr Invariantenexponent 4 sein. Daraus folgt, dass § der
Invariantenexponent der Function S und zugleich auch, da

die dieses ausdriickende Gleichung J¥S = JIS, weil #2S durch
die Substitutionsgleichungen 6. in /23 und ebenso #2S durch
‘die ihnen entsprechenden in 4*3 iibergeht, die Gleichung

J3 = J13 nach sich zieht, der Invariantenexponent der Func-
tion = ist. Der Invariantenexponent der Functionen = und §
oder, sagen wir, der imagindren Kreispunkte und ihrer Polaren
ist ebenfalls §.

Nach den Gleichungen 308 + 3@'S’ 4 244'F = 0 und
303 4+ 30'3 4 244'W =0 ist ferner der Invariantenex-
ponent der Functionen F’' und @’ 2. Eigentlich ist die Be-
zeichnung dieser Zahl als Invariantenexponent nicht ganz cor-
rect; denn dieser ist doch offenbar der Potenzexponent des
Verhiltnisses, in dem eine Coordinatenfunction zu der aus ihr
durch die Coordinatentransformationsformeln entstehenden oder
in dem eine aus den Coefficienten der ersteren gebildete Coef-
ficientenfunction zu der aus den Coefficienten der letzteren
gleichgebildeten Function steht, jene Zahl aber bezeichnet den
Potenzexponenten des Verhiltnisses, in dem die in Bezug auf
die Functionen = und 3’ oder S und S’ gebildeten Functionen
F und @ zu den in Bezug auf die durch Coordinatentrans-
formation aus jenen entstehenden Functionen 3 und 3 oder §
und S gleich gebildeten, nicht zu den aus jhnen durch die
Coordinatentransformationsformeln hervorgehenden Functionen
stehen. Man konnte deshalb, weil solche Functionen, die zu
gegebenen in einer von der Wahl des Fundamentaldreiecks
unabhiingigen Beziehung stehen, sofern sie selbst Coordinaten-
functionen sind, zum Unterschiede von den Coefficientenfunc-
tionen, die man insbesondere als Invarianten bezeichnet, Co-
varianten nennt, jene Zahl als Covariantenexponenten be-
zeichnen, doch abstrahiren wir von dieser Bezeichnung der
Gleichformigkeit wegen zu Gunsten der gewihlten allgemeineren
und bezeichnenderen und unterscheiden nur, wenn néthig, Io-

’
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variantenexponenten im engeren und im weiteren Sinne.
Der Invariantenexponent der Functionen ¥’ und @ im engeren
Sinne ist, weil sie Null gleich gesetzt Kegelschnitte repriiscn-
tiren, im Allgemeinen §; auch wird der Invariantenexponent
z. B. der Discriminante dieser Functionen im engeren mit dem
im weiteren Sinne nicht iibereinstimmen.

- Die Eigenschaft der bis auf einen bekannten Factor voll-
staindigen Unverénderlichkeit der Functionen ist von gewich-
tiger Bedeutung; nach ihr sind nidmlich auch Invarianten-
ausdriicke und -gleichungen, auf die man bei einer spe-
ciellen, dem jedesmaligen Zwecke am meisten entsprechenden
Lage des Fundamentaldreiecks, in Folge deren die Gleichungen
eine einfachere und kiirzere Form annehmen, kommt, als fiir
jedes Fundamentaldreieck, als allgemein giiltig anzusehen,
vorausgesetzt, dass fiir sie die Zahlung der Invariantenexpo-
nenten der einzelnen Griissen eines jeden Gliedes eine con-
stante Summe ergiebt, weil dann ihre Form durch eine Um-
formung fiir ein anderes Fundamentaldreieck keine Aenderung
erleiden kann; im andern Falle werden sie allgemein giiltig.
erst durch eine solche Umformung. Beispiele dazu werden
sich in den folgenden Abschnitten, in denen die Kegelschnitte
unter Annahme solcher speciellen Lagen des Fundamental-
dreiecks zur Entwickelung von Sitzen betrachtet werden, dar-
bieten.

41. Wemneinin Bezugaufden Kegelschnitt sich
selbst polar conjugirtes Dreieck als Fundamentaldreieck
angenommen wird, so miissen nach dem 9. Abschnitt in der
Gleichung des Kegelschnitts die Coefficienten ag4, 85,, a,,
und ey, @54, @,, Null sein, und der Kegelschnitt ist durch
die Gleichungen
81107 + 85505 + 85500 =0, o8] + ¢5,8; + @552, =0
dargestelit.

Das Centrum des Kegelschnitts ist

(@11, @35, 0t55) Oder (855855, Bg38yqs Byy8g3);
seine senkrechten Abstinde von den Seitenlinien des Dreiecks

. ' 2Jo 2543
sind daher durch : 11 oder s. £
8y (@yy + @55 + @43) Asqa,,’
. - 2 46
gegeben; es folgt daraus wegen b2b® = — 44 zunichst der

A3
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Satz: Die Summe der reciproken senkrechten Ab-
stinde des Centrums des Kegelschnitts von den
Seitenlinieneines in Bezugauf ihnsich selbst polar
conjugirten Dreiecks, multiplicirt mit der quadra-
tischen halben Linge der inneren Winkelhalbi-
g ]
rungsdiametrallinien d. i. mit g‘sz, ist gleich dem
negativen vierfachen Inhalte des Dreiecks, und
das Product jenersenkrechten Abstinde, multipli-
cirt mit dem doppelten Radius des dem Dreieck um-
schriebenen Kreises, gleich b*b*. Ferner ist die Po-
tenz des Centrums des Kegelschnitts in Bezug auf
den einem in Bezug auf ihn sich selbst polar con-
jugirten Dreieck umschriebenen Kreis gleich dem
negativen quadratischen Radius .des durch seine
hyperbolischen Brennpunkte gehenden Kreises,
denn sie ist

811835855 (8181, + 83855 + 838,,) 44

(a39855 -+ 338, + 8;,84,)° A*
Weil fiir den hyperbolischen Kreis €* == 0 ist, so liegt sein
Centrum auf jenem Kreise; der einem jeden in Bezug auf
den hyperbolischen Kreis sich selbst polar con-
jugirten Dreieck umschriebene Krels geht also stets
durch sein Centrum.

Die Centra der ein- und angeschrlebenen Kreise
eines jeden in Bezug auf den hyperbolischen Kreis
sich selbst polar conjugirten Dreiecks liegen auf
dem hyperbolischen Kreise, denn es ist a,,s? +a,,s’
+ ag48; = 0 wegen A4 =0.

Der (nicht unendlich ferne) elliptische Brennpunkt der
Parabel ist, wenn diese auf ein sich selbst polar conjugirtes
Dreieck bezogen ist, durch die Form

(A _ J’s’ _ 48 A d;s:)
gy’ ®ss

gegeben, die ihn a]s einen Punkt der Verbindungslinie des
e L]
Schwerpunkts des Dreiecks und des Punktes ( s 5 5 )
11

g5 Oy
d. i. des auf dem umschriebenen Kreise liegenden, dem Centrum

=— ¢t
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in Bezug auf das Dreieck isogonal entsprechenden Punktes be-

zeichnet und zugleich, wenn diese Punkte durch B, 8, U be-

zeichnet werden, auf Grund der Formel 9 des 8 Abschnitts

des ersten Theiles wegen a S + a" + m = 2; die Rela-

tion 3SB — UB=0 oder, da BU BS + SU ist, die Relation
2BS = SU

erkennen lisst; der Brennpunkt der Parabel liegt dem-
nach auf dem Feuerbachschen Kreise eines jeden in
Bezug aufsiesichselbst polar conjugirten Dreiecks.
Die Polare des Brennpunkts ist

|Aa,, —sja},, A8y, — 8383,, a5y — 85ag,|
oder

[83etss + 830g, 830,y + Siags, SYegs 4 Sjey,|;
wegen 2J (cot A; + cot Ag) = 8!, w. s f und e,, + a,,
+ a4, =0 liegt daher auf ihr der Punkt (s} cot A,, 8] cot A,,
83 cot A;), und es gilt der Satz: Das Centrum des einem
jeden in Bezug auf eine Parabel sich selbst polar
conjugirten Dreieck umschriebenen Kreises liegt
auf der (nicht unendlich fernen) elliptischen Leitlinie
derselben.

Durch jede zwei zu einander senkrechte Grade eines ellip-
tischen Brennpunkts und dessen Leitlinie wird ein sich selbst
polar conjugirtes Dreieck bestimmt. Nimmt man demgemiiss
einen Brennpunkt der ersten Hauptdiametrallinie als den Funda-
mentalpunkt (0, 0, 1) und zwei durch ihn gehende zu einander
senkrechte Grade als die Fundamentallinien |1, 0, 0], |0, 1, O]
an, so ist

A+ Aea, —24°% =0, (4 + 4) agg —24%; =0
oder .

2.4%? 2.4%?
anas's —Ax A Bg3dyy = Y |
und demzufolge
_ 4avest 167243
: LR o ey Y & ERY i
oder
. __ 24°r*

=gt a
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und die Gleichung des Kegelschnitts, bezogen auf ein durch
einen Brennpunkt der ersten Hauptdiametrallinie und dessen
Leitlinie bestimmtes sich selbst polar conjugirtes Dreieck, ist
in Punktcoordinaten

sja} + slaj — ray =0.
Da hiernach offenbar .4 =8J* — sir?, .4 =sjr? — 4J2, also
A? = sir* und somit wegen 43 = 4Jr? in dem gegenwarti-
gen Falle

A=28r* 44 4=28J*
ist, so ist

4J%e? = sir?,
und die gegebene Gleichung ist demnach in der Form
a: + —’ — et 5— =0

darstellbar und zelgt dadurch dass dle Summe der senk-
rechten Quadratabstinde eines Punktes des Kegel-
schnitts von zwei zu einander senkrechten Graden
eines Brennpunkts der ersten Hauptdiametrallinie
gleich ist seinem mit e* multiplicirten senkrechten
Quadratabstande von dessen Leitlinie.

Die Gleichung des elliptischen Kreises, bezogen auf ein
in Bezug auf ihn sich selbst polar conjugirtes Dreieck, ist,
weil aus den Gleichungen a,, + a,; = As}, u. 8. f. die Gros-
sen a,,, 8,4, 85, Sich als den Grossen cot A,, cot A,, cot A,
proportional erweisen, in Punktcoordinaten ’

cot A,a? 4 cot Agal + cot Agal =0.
Der im 18. Abschnitte des ersten Theiles so benannte Kreis
um den Hﬁhenpunkt des Dreiecks ist demnach der-
jenige Kreis, in Bezug auf den das Dreieck ein sich selbst
polar conjugirtes Dreieck ist; er wird deshalb der dem Dreieck
polar conjugirte Kreis genannt.

42. Wenn man das Fundamentaldreieck so annimmt,
dass z. B.’der Fundamentalpunkt (1, 0, 0) ein Punkt des Kegel-
schnitts ist, so muss a,, =0, oder dass z. B. die Fundamental-
linie |1, 0, O} eine Grade des Kegelschnitts ist, so muss &, , =0
sein. Darnach ist die Gleichung eines durch zwei Funda-
mentalpunkte (0, 1, 0), (O, 0, 1) gehenden Kegelschnitts

8,10} + 28,5050, + 285,050, + 28,,0,0, =0



Von den Invarianten der Kegelschnitte ete. 155

und die Gleichung eines an zwei Fundamentallinien [0,
1, 0, |0, O, 1] liegenden Kegelschnitts
o .8} 4 20y 48,8, + 2a'5,8,8, + 20’ ,8,8, =0.
Zwischen diesen Kegelschnitten besteht, da
31@’_8‘:0 ’,l+a8| ,a|+a H N
+ 2 (a3,8,3 — 8y aau) (“ 31013 — @550, ,)
4 28,58,50", 3055 + 285 485,0'550'y,
= (855055 +84,0'g; +8,50",9)% 48,855 (— 205,04
4oy @ g5) + ¢y, (— 25,8, + 8,,8,5)

. und
30 = A (o/1,8,, + 20,58, + 2¢5,84, + 20',,8,,),
4,3 = — 23'2,,&,’1&1’, -+ au‘a:,,'
4’8 = —20g50'y,0, + ¢ ,07,

ist, die Relation
36 30 ?
34'® “'i‘( g au“u) —340’_f("“'_“'11“n)

auasz oy 0 g5 4°
+
oyq 833

oder also, wenn wir
’ I‘ 9
‘ m11+%’—.=0,&3u+”°"11=0
setzen und, was unter der Voraussetzung der Nichtdegene-
ration der Kegelschnitte stets angeht,
a 4 A
. . B3 =5 o 23 = 3
wo d, d' die Discriminanten der Kegelschnitte sind, wenn sm
in der Form
a.’uozl + 20,05 4 284,050, + 28, ,0,0, =0
o .88 + 28,85 + 205,848, + 20,,8,8, =0
vorausgesetzt sind, annehmen, die Relation

— 346 +} ?'—Q—j—j,—'-;—) — 340

39' 44" xh\?

+1 ( —% W) = 3
In dieser Relation sind offenbar x, »" und 4, A’ die speciellen
Werthe, fiir welche xS + xS’ =0 einen durch den Funda-
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mentalpunkt (1, 0, 0) gehenden und A3+ A'S’ =0 einen an
der Fundamentallinie |1, O, O] liegenden Kegelschnitt darstellt,
und es ist daher aus ihr der folgende Satz zu entnehmen:
Wenn von einem Dreieck zwei Eckpunkte Punkte des Kegel-
schnitts S = 0 und die ihnen gegeniiberliegenden Seitenlinien
Grade des Kegelschnitts 3'= 0 sind, so ist, wenn ausserdem
die dritte Seite an dem Kegelschnitte A3 4 4’3" = 0 liegt, der
dritte Eckpunkt ein Punkt des einen und des andern der durch
die obige Gleichung bestimmten Kegelschnitte xS + »'S' =0,
und, wenn der dritte Eckpunkt auf dem Kegelschnitt xS -
'S’ = 0 liegt, die dritte Seitenlinie eine Grade des einen
und des andern der durch sie bestimmten Kegelschnitte 13
+ A3 =0,

Insbesondere sind in diesem Satze, da o',, =0 und da-
mit 4 = 0 und ferner a,, = 0 und damit x' = 0 angenommen
werden kann, die folgenden Sitze enthalten:

Wenn von einem Dreieck Zwei Eckpunkte Punkte des
Kegelschnitts S=0 und die Seitenlinien Grade des Kegelschnitts
= =0 sind, so ist der dritte Eckpunkt ein Punkt des Kegel-
schnitts

443438 4 300’ (30’ — 442 0)§' = 0.
Wenn von einem Drejeck zwei Seitenlinien Grade des Kegel-
schnitts ¥ =0 und die Eckpunkte Punkte des Kegelschnitts
S =0 sind, so ist die dritte Seitenlinie eine Grade des Kegel-
schnitts '

443435 4 300’ (8302 — 4430") 3= 0.
Zwischen dem durch die Eckpunkte eines Dreiecks gehenden
und dem an dessen Seitenlinien liegenden Kegelschnitte oder
zwischen den einem Dreieck umschriebenen und ein-
oder angeschriebenen Kegelschnitten S = 0 und
3 =0 besteht die Relation

30t — 4430 =0 oder 302 — 4430' =0.

43. Die Gleichung eines einem Dreieck umschrie-
benen Kegelschnitts ist, wenn dieses als Fundamental-
dreieck angesehen wird, in Punktcoordinaten

a4 0505 + 284,050, + 2a, 50,0, =0.
Da hiernach in diesem Falle
A= —4J (cot Aay;3 + cot Ajaz, + cot Aza,,)
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ist, so liegt auf dem hyperbolischen Kreise der
Hohenpunkt eines jeden ihm eingeschriebenen
Dreiecks. Das zu den drei Eckpunkten und dem Hohen-
punkte des Dreiecks gehorige Dlagonaldreleck dessen Eck-
punkte offenbar die Hohenfusspunkte sind, ist daher in Bezug
auf den hyperbolischen Kreis sich selbst polar conjugirt und
somit dessen Centrum ein Punkt des ihm umschriebenen Kreises;
das Centrum des hyperbolischen Kreises liegt dem-
nach auf dem Feuerbachschen Kreise eines jedenihm
eingeschriebenen Dreiecks.
Ferner bemerken wir, dass :
48 = (873}, + 8387, — 28,85 €08 A,3,48,,) @7 + - - -
—+ 2 (825,85, — 8383 €08 A8, | 848, €08 Ay24584,
— 8,8, C0S Agayg8,,) 00ty + - - -

ist, und erkennen daraus sofort, dass fiir den Seitenmittelpunkt
©, 1, 1) 4?8 = s} (4 + 4a,,a,,) und demzufolge nach dem
37. Abschnitte wegen I8 = 4, wenn die quadratischen halben
Léngen der durch ihn gehenden und der ihr polar conjugirten
der Seitenlinie (1, O, 0] parallelen Diametrallinie durch o«'* und
@ bezeichnet werdén, seine quadratische Entfernung vom
Centrum

@3 = 193 (% +a81a12
ist; darnach ist, da nach dem 36. Abschmtt
. (] 'n
a1

ist, die quadratische Lange der der Seitenlinie |1, 0, O] paral-
lelen Diametrallinie

, siag.a
=2 s/; 12,
und folglich wegen 4% — — 2a,,84,8,5 und bb® =
2 16
—4']!;’ das Quadrat des Radius des einem dem

Kegelschnitt eingeschriebenen Dreieck umschrie-
benen Kreises

/8 /2 /9
/e @00
1 =

beb?

gleich dem durch b®b? dividirten Producte aus den
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quadratischen halben Langen der den Seitenlinien
parallelen Diametrallinien oder also der den durch
die Durchschnittspunkte der zu den Eckpunkten
gehorigen Graden des Kegelschnitts gehenden Dia-
metrallinien polar conjugirten Diametrallinien. In
der Form '

sélsd,s&._

R,RBR;, R,

geschrieben, zeigt diese Formel in bestimmter Form zugleich,
dass das Quadrat des Radius des einem der Parabel
eingeschriebenen Dreieck umschriebenen Kreises

42" =

= P 1Prsp s

gleich istdem durch den halben Parameter der Pa-
rabel dividirten Producte aus den halben Para-
metern der durch die Durchschnittspunkte der den
Eckpunkten zugehorigen Graden der Parabel gehen-
den Diametrallinien. .

Die Gleichung des einem Dreieck ein- oder ange-
schriebenen Kegelschnitts ist, wenn es als Fundamental-
dreieck angenommen wird, in Liniencoordinaten

204 42985 -+ 205,848, + 20, 8,8, = 0.
Das Centrum des Kegelschnitts ist demnach durch die Form

(32 + @155 @gy + gy, 05, 1+ a5,)
gegeben. Es erhellt daraus zundchst mit Riicksicht darauf,
dass 4 =24 (¢y3 + @4, + @,,) und
A =2J (cot A,A, + cot A A, + cot Agd,)

ist, wegen (e 9 + @,4)? = 44, u. 8. f., dass die Potenz
des Centrums des Kegelschnitts in Bezug auf den
einem ihm umschriebenen Dreieck polar conjugirten
Kreis gleich ist dem negativen quadratischen Radius
des durch seine hyperbolischen Brennpunkte gehen-
den Kreises; insbesondere liegt daher das Centrum des
hyperbolischen Kreises auf dem einem jeden ihm aum-
schriebenen Dreieck polar conjugirten Kreise. Weiter
ist offenbar der dem Centrum der Parabel in Bezug auf
ein ihr umschriebenes Dreieck isogonal entsprechende
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Punkt der Brennpunkt und daher dieser ein Punkt
des jenem Dreieck umschriebenen Kreises; seine Form

ist wegen a,3 + @3, + @, =0

(82 8; 8:)
. .
Qg3 Ogy Q4

und demnach seine Polare wegen s} — 8] — 8} = — 4J cot A,
u. s f. o
[cot A ezy, cOt Agay,, cot Asa,,l,
der Hohenpunkt eines jeden der Parabel umschrie-
benen Dreiecks liegt daher auf ihrer Leitlinie.
Endlich entnehmen wir aus der fiir diesen Fall geltenden
Gleichung '
A8 = a3, (8lag, + 8j03, + 8307, — 28,8, CO8 A aq,,,
4 2848, €08 Age, 055 + 28,8, €08 Agaggag,) af 4 - - -
+ 20,0, (8j03, — 8505, — S3al,
— 28485 €08 A, 05,0, 4) 0505 + - - -,
dass fiir den auf der Seitenlinie |1, O, O] liegenden Punkt des
Kegelschnitts (0, ¢, 4, @,4) wegen 43 = — 2a5,04,0,, 8 =
4%*s? und somit wegen B = (a,; -+ a,4)? die quadratische
halbe Liinge der der durch ihn gehenden polar conjugirten
Diametrallinie
_ A48}
A @1y + @, 4)"
ist; es ist daher, da der Flicheninhalt des durch die zu den
Seitenlinien gehorigen Punkte des Kegelschnitts bestimmten
Dreiecks

JI

a’?=

_ — Ja?
@y5 + 015) (@91 + @y5) (05, + ag,)
ist, das Quadrat des Radius des einem dem Kegel-

schnitt umschriebenen Dreieck umschriebenen
Kreises

e __ Gialad J?

= a7
gleich dem durch 4b%*b® dividirten Product aus den
quadratischen halben Lingen der den durch die zu
den Seitenlinien gehorigen Punkte des Kegelschnitts
gehenden polar conjugirten Diametrallinien, mul-
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tiplicirt mit dem quadratischen Verhaltniss des
Flacheninhalts des Dreiecks zum Flicheninhalt der
durch die bezeichneten Punkte bestimmten Dreiecks.

Wegen ¢35 + a5, + @, =0 im Falle der Parabel ist
der Flicheninhalt eines der Parabel umschriebenen
Dreiecks gleich dem halben Flicheninhalte des
durch die zu den Seitenlinien desselben gehorigen
Punkte der Parabel bestimmten Dreiecks. Das
Quadrat des Radius des einem der Parabel um-
schriebenen Dreieck umschriebenen Kreises ist daher

rs = g,l_p"_p_’s
' 16r
gleich dem durch den sechszehnfachen halben Para-
meter der Parabel dividirten Product aus den halben
Parametern der durch die zu den Seitenlinien ge-
horigen Punkte der Parabel gehenden Diametral-
linien.

44. Das Quadrat des Radius des durch drei Punkte des
Kegelschnitts gehenden Kreises hat, wie aus der betreffenden
Formel des vorigen Abschnitts erhellt, auch dann einen be-
stimmten Werth, wenn die drei Punkte in einen zusammen-
fallen. Man pennt den durch drei in einen Punkt zu-
sammenfallende Punkte des Kegelschnitts gehenden Kreis
den zu dem Punkte gehorigen Kriimmungskreis des Kegel-
schnitts. Sein Centrum, das Krimmungscentrum, ist als
der Durchschnittspunkt der durch die Seitenmittelpunkte des
durch die drei Punkte bestimmten Dreiecks gehenden zu den
Seitenlinien senkrechten Graden ein Punkt der Normallinie des
Punktes und zwar der Durchschnittspunkt der Normallinien
zweier in ihm zusammenfallender Punkte des Kegelschnitts.
Sein Radius ist der sogenannte Kriimmungsradius und nach
dem vorigen Abschnitt durch die Formel

o8
b2b*’

r? =

die fiir die Parabel die Form
r2 = P
r

annimmt und sich offenbar auch in den Formen
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£ - %:_%‘_:. P, rt = 12;’ rem® = n%i® = o4
darstellen lisst, gegeben. Der Kriimmungsradius fir
einen Scheitelpunkt der ersten Hauptdiametral-
linie ist der halbe Parameter des Kegelschnitts.

Der vierte von den offenbar vier mit dem Kegelschnitt
gemeinschaftlichen Punkten des Kriimmungskreises fillt mit
den drei in einen Punkt zusammenfallenden im Allgemeinen
nicht zusammen, indem nach dem folgenden Abschnitte nur
fir die Scheitelpunkte alle vier Punkte in einen zusammen-
fallen; der Krimmungskreis fir einen Punkt ist daher, wenn
die zu ihm gehoérige Grade des Kegelschnitts und eine be-
stimmte durch ihn gehende Grade durch die Gleichung 8’ =0
bezeichnet werden, durch die Gleichung »S + %S’ =0 ge-
geben, weil nach dieser Gleichung jedenfalls drei von den ihm
angehorigen Punkten des Kegelschnitts in einen zusammenfallen.

Noch mag bemerkt werden, dass nach der letzten Formel
des vorigen Abschnitts das Quadrat des Radius des durch die
Durchschnittspunkte dreier in eine Grade zusammenfallender
Graden der Parabel gehenden Kreises %% ist; die drei Durch-
schnittspunkte fallen mit einem Punkte der Parabel, auf dessen
Normallinie das Centrum des Kreises liegt, zusammen.

45. Ein Kegelschnitt, dessen mit dem Kegelschnitt ge-
meinschaftliche vier Punkte auf zwei zusammenfallenden oder -
also auf einer Graden liegen, so dass darnach, je nachdem diese
Grade eine Grade des Kegelschnitts ist, oder nicht, alle vier
oder blos zwei und zwei in einen Punkt zusammen-
fallen, ist, wenn sie die Gleichung S” = 0 darstellt, durch die
Gleichung xS + »'S” =0 gegeben, und demgemiss fiir ihn,
wenn wir den Pol der Graden durch die Gleichung X" = 0,
die wir als so beschaffen voraussetzen, dass #%S” und 423"
durch die Substitutionsgleichungen 6. und 7. in einander iiber-
gehen, reprasentiren, mit Riicksicht auf den 13. und 16. Ab-

schnitt
A3 = A%%3 + AS;x2%
A=A -+ ‘l.'sd-

Schendel, Elemente der anal. Geom. 11
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A’B — AS; ,
A =n2A—wx+ - T =x? A — Gy
A2 =22 A3 4 2ux’ (— 8J2Ghy + A8;) + 28}
Hiernach ist zuniichst der Kegelschnitt ein elliptischer
.reis, wenn

(— SJ G + (A + A-) a)
(— 812Gy + (4 — A) By
jer also, wenn wir den Punkt 3" = O als einen Punkt einer
er Diametrallinien

A (4R — AS) + 4°8 = 0 oder o'? 4G + 48 =0,
aren quadratische halbe Linge die Grosse o’? ist, ansehen,
eil dann

-8 =811G; — 48, —

A8

6 =— 5,
t, wenn

3 43 —_— 2 p— | J—
B A J”j’t V 16974 (/2 —bt) (@ b*)
jer endlich wegen der Formeln (b® — o) (b’ — a'?) = b2b?
/202 2h? 42 4° |

-a'2¢”’? und b2b® = — —45— Wenn

g I 43 V . d%d®
LSy =— A (1 + 1—32—b, )
t; und das Quadrat des Radius (des halben Parameters)
asselben ist

’

8 16748 8-1634 (40 + 48.-7)

A

(4 +  8;)8

ler also, da man aus der obigen Gleichung der Diametral-
te in Erinnerung daran, 'dass die quadratische Entfernung
8 Punktes vom Centrum

o't A8
— ﬁ:

’.

a’=
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5 —_— o2
Sy = 4__(“—“ ) - 8

'*a 2 42
findet,
L (a t a") n
1+ T o2d% A4t % ar
b’b‘

(l + Vl - ﬁb’ )

oder

o2’ (e2—0 2)4-2b2bi(d'? —a"3). (1+V1_°_‘_f.‘?1’:
o't

¢2b*b? V a za”s)
(1 + btb®

Der unter dem Wurzelzeichen, das die Existenz zweier ellip-
tischer Kreise, deren mit dem Kegelschnitte ge-
meinschaftliche vier Punkte auf der Polare eines
Punktes liegen, anzeigt, stehende Ausdruck ist im Allge-
meinen fiir jede reelle Diametrallinie negativ, wie sich daraus
ergiebt, dass

«'?a”? — b2b?

o'

fg ]
weil in der Form o”2 — bab

’

darstellbar, das Quadrat der

Entfernung eines Punktes ¥ = 0 des Kegelschnitts von dem
auf der ihm zugehorigen Graden desselben liegenden Punkte
der zu ihr senkrechten Graden des Centrums ist; nur fir die
Hauptdiametrallinien ist er Null. Deshalb sind auch jene zwei
elliptischen Kreise hochstens nur dann reell und zugleich fallen
sie mit einander zusammen, wean der gegebene Punkt ein
Punkt der Hauptdiametrallinien ist.

Der obige Ausdruck nimmt fir ¢”? =b?, o'* =1’ die
Form

. - ]

+5 (1 — )
an und lisst daraus in Erinnerung an die Formeln 25. 'und
27. des 21. Abschnitts den Satz entnehmen: Das Quadrat

des Radius (des halben Parameters) des elliptischen
11*
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Kreises, dessenmit dem Kegelschnitt gemeinschaft-
liche vier Punkte auf der Polare eines der auf der
ersten Hauptdiametrallinie liegenden Punkte

216J2 43P 4 B =0
liegen, ist

+
fir die Scheitelpunkte ist es r?, fir die hyperbolischen Brenn-
32 .
punkte 2el’_ und fir die elliptischen Brennpunkte O.

Filr ¢'® = «”"* erhilt man weiter den Satz: Das Qua-
drat des Radius eines jeden der zwei elliptischen
Kreise, deren mit dem Kegelschnitt gemeinschaft-
liche vier Punkte mit dem Punkte =0 desselben
zusammenfallen, ist gleich dem zu diesem Punkte
gehorigen quadratischen Kriimmungsradius, divi-
dirt durch die dritte Potenz des Ausdrucks

b? (A,—AB oder = (A-,}-A)_z_c.
% % ’

1+ Vl ";, , der fir die Parabel die Form

Iy

14+ 1 —% annimmt.

Per Kegelschnitt ist ferner eine Parabel, wenn
2 — WGy =0
ist, und demnach mit Riicksicht darauf, dass
A8 o2 g3 ASy o2
——— = ————— —— = — 2 —
&; ZIIA - £
ist, deren quadratischer halber Parameter

16344 (4 + A -
G beb*

s T =

1674 4
A

Der quadratische halbe Parameter der Parabel,
deren mit dem Kegelschnitt gemeinschaftliche vier
Punkte auf der Polare des Punktes 3" =0 liegen,
ist also

b45‘

all Y ’
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fir die Parabel ist er r2, da jene Parabel nach der obigen
Bedingungsgleichung wegen .4 = 0 mit ihr zusammenfillt, und
demnach stets

Ferner bemerken wir unter Hinweis auf die Formeln 25.
bis 28. des 21. Abschnitts den folgenden Satz: Der quadra-
tische halbe Parameter der Parabel, deren mit dem
Kegelschnitt gemeinschaftliche vier Punkte auf der
Polareeines der auf derersten Hauptdiametrallinie
liegenden Punkte =

%16J243P 4+ ' B =0 oder x16J243P + «' B = O
liegen, ist

r2 ( — (A — A) x) r2 (0 — (4 — A)u)
e’x °sp- er
fiir die Scheitelpunkte ist er r2, far die elliptischen.Brenn-

2 2
punkte ;—'; und fiir die hyperbolischen %-

Endlich ist der Kegelschnitt ein hyperbolischer Kreis,
wenn

nA + x'sd. =0
ist, und demnach mit Riicksicht darauf, dass
AG _ de? AS; A0 (¢ — o)
W, T @ 8, o

ist, der biquadratische halbe Parameter des hyper-
bolischen Kreises, dessen mit dem Kegelschnitt
gemeinschaftliche vier Punkte auf der Polare des
Punktes 3 =0 liegen,

Asd.)s

’

%

43242 (4* —
AG; )

G'

82.162J84¢  4J24%

(s

oder
b%b%a’® (€? — o )2
"‘a 4
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Fir o”? =b?*, o’* =hb? ist dieser Ausdruck das Qua-

drat von
-3 cﬂ
—b (1-dq),

und daraus in Erinnerung an die Formeln 26. und 28. des
21. Abschnitts der Satz zu erkemmen: Das Quadrat des
(ersten oder zweiten) halben Parameters des hyperboli-
schen Kreises, dessen mit dem Kegelschnitt ge-
meinschaftliche vier Punkte auf der Polare eines
der auf der ersten Hauptdiametrallinie liegenden
Punkte
x16J2 43P + B =0
liegen, ist .
g ]

_bmgm%wﬂujmn

fir die Scheitelpunkte ist es r®, fir die elliptischen Brenn-

’

3
punkte %— und fiir die hyperbolischen Brennpunkte 0.

Null ist der Parameter des hyperbolischen Kreises wegen
«'? = ¢? iberhaupt fiir alle Punkte des durch die hyperboli-
schen Brennpunkte gehenden Kreises, fiir welche er namlich in
zu einander senkrechte Grade degenerirt.

Schliesslich heben wir den Fall ¢'? = «”? hervor: Der
biquadratische halbe Parameter des hyperbolischen
Kreises, dessen mit dem Kegelschnitt gemeinschaft-
liche vier Punkte in einen Punkt desselben zusam-
menfallen, ist

b2b’a’e
o't

und darnach im Falle der Parabel
rp’s.

40. Nimmt man das durch zwei Punkte des Kegel-
schnitts und den Pol ihrer Verbindungslinie oder
durch zwei Grade des Kegelschnitts und die Polare
ihres Durchschnittspunktes gebildete Dreieck als Funda-
mentaldreieck an, so ist der Kegelschnitt in Punkt- und Linjen-
coordinaten durch die Gleichungen

8,,0] + 28550504 =0, @,,8] + 20,48,8; =0
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dargestellt, vorausgesetzt, dass der Pol und die Polare als
durch die Formen (1, 0, O) und [1, O, O] gegeben angesehen
werden, denn einerseits muss, weil die Fundamentalpunkte
0, 1, 0), (0, 0, 1) auf und die Fundamentallinien |0, 1, O
10, 0, 1 an dem Kegelschnitt liegen,

855 =0, 833 =0, @33 =0, 05, =0
und andererseits, weil die Polare von (1, 0, 0) die Grade |a,,,
a,4, 4, und der Pol von |1, 0, 0| der Punkt (a, ,, a,, @,5) ist,

a5, =0,a,,=0, 05, =0, 0,,=0
sein. Zufolge der Bedeutung der Coordinaten liegt in diesen
Gleichungen der folgende Satz: Das Product der senk-
rechten Abstinde eines Punktes des Kegelschnitts
von zwei Graden desselben steht zu seinem senkrech-
ten Quadratabstande von der Polare ihres Durch-
schnittspunktes, und das Product der senkrechten
Abstinde zweier Punkte des Kegelschnitts von einer
Graden desselben zum senkrechten Quadratabstande
des Pols ihrer Verbindungslinie von ihr in constan-
tem Verhdltniss. Insbesondere ist fiir die Parabel

a} — 4a,a, =0,
weil 4= A (a,, + 2a,4) =2}, + 2a,,8,, ist, und fir den
elliptischen Kreis
83850} — Sjey0p =0, 8, =3,,
weil — 2a,,:a,,:a,, =s?:83:8} ist, und es gelten daher
auch insbesondere die Sitze: Der Quadratinhalt des durch
einen Punkt der Parabel mit zwei Punkten der-
selben bestimmten Dreiecks ist gleich dem Pro-
ducte der Inhalte der von ihm mit je einem dieser
Punkte und dem Pole ihrer Verbindungslinie bestimm-
ten Dreiecke. Das Product der senkrechten Ab-
stinde eines Punktes des-elliptischen Kreises von
zwei Graden desselben ist gleich dem senkrechten
Quadratabstande vonder Polareihres Durchschnitts-
punktes. Der Durchschnittspunkt zweier Graden des ellip-
tischen Kreises liegt von den zu ihnen gehorigen Punkten des-
selben gleich weit ab. ,
Fir die in diesem Abschnitte vorausgesetzte Lage des

Fundamentaldreiecks hat man
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A8 = s'a? o} | sial ol - sial,a) — 23,8, cos A, a},a
— 28,8, co8 A,a, 38,1050, — 28,8, C08 A;8,,a,,0,0,,
und diese einfache Form der Function ldsst, wie in fritheren
Fillen, so auch hier einige bemerkenswerthe Relationen und
tze leicht erkennen.
Die auf der durch den Punkt (1, O, 0) gehenden Diametral-
ie liegenden Punkte des Kegelschnitts sind offenbar durch
3 Form

L)
(V 2255, Va,,, Vau)
geben; es ist fiir sie daher
s;48

'S = — {sia, 8y, (V 22y, + 2V"T) =— 8y, ‘R
d demzufolge, wie man mit Riicksicht auf die Gleichungen

4° =8, 85, 4 =2878,, — 28,8, C08 A a,,

307 =8} + 48485 COSA,, 2a,, 4 = 48} — 30}al,
cht erkennt, der halbe Parameter der durch den Punkt
, 0, 0) gehenden Diametrallinie durch die Gleichung

— 2343 8}
8,,  30}p}
- 0% ist das dreifache Quadrat der Entfernung des Punktes
m Schwerpunkte des Fundamentaldreiecks — gegeben. In
lge dieser Gleichung ist
A=— 3. (120"t — %)

A=—-— (120%p"* — 8¢ + 3s%0?)

1d demnach zuniichst flil' die Parabel
1203p" — 8¢ =0,
r den hyperbolischen Kreis
120%p"* — 8¢ 4 3s%0? =0
\d fiir den elliptischen Kreis

(120%p"* — 8¢ 4 3s%¢%)% — 64J2 (120%p"? — 8¢) = 0.

Die quadratische halbe Liange der der bezeichneten Dia-
etrallinie polar conjugirten oder der der Graden |1, O, O
wrallelen Diametrallinie ist

o §8*.48 3si0lp™

= %a;,4 oder o 1———,———26,1) 1 —
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Fir die Punkte (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) ist B =1
und /%8 beziehungsweise s?a?, , sial,, siaj,. Demnach sind
ferner die quadratischen halben Langen der den Graden |0, 1, 0],
|0, 0, 1| parallelen Diametrallinien

, sfad sial
it BL i
oder
PO S .
120%p’} — 8¢’ ° ]20{1): 8!
80 dass also die Relation
4J2s?
L] =
al.sin? A, = d? sin? A, 126:1),:

besteht, und der senkrechte Quadratabstand des Centrums von
der Graden |1, 0, O]
'y beb? g . 4J348
m'=— ==
! siay,  sjaj,.A?

oder
o — 4)%7
17 (126%p" — 8%)?

Das Quadrat des Radius des einem durch zwei-
Grade des Kegelschnitts und die Polare thres Durch-
schnittspunktes gebildeten Dreieck umschriebenen
Kreises ist somit offenbar

I’ l,

mt
gleich dem durch den vierfachen senkrechten Qua-
dratabstand des Centrums von der Polare dividirten
Product aus den quadratischen halben Lingen der
jenen Graden parallelen Diametrallinien. Es lasst
sich auch in der Form

't =

in der ¢* die quadratische Entfernung des Punktes (1, 0, 0)
vom Centrum ist, darstellen, und dadurch sofort erkennen,
dass das Quadrat des Radius des einem durch zwei
Punkte der Parabel und den Polihrer Verbindungs-
linie bestimmten Dreieck umschriebenen Kreises
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= D’xp':B'g
° 4r

gleich ist dem durch den vierfachen halben Para-
eter derselbendividirten Product aus den halben
irametern der durch sie gehenden Diametrallinien.
Der Radius des durch zwei in einen Punkt zusammen-
lende Punkte des Kegelschnitts und den gleichfalls in ihn
lenden Pol ihrer Verbindungslinie gehenden Kreises ist der
lbe zu dem Punkte gehdrige Kritmmungsradius.
Endlich sieht man sofort, dass fiir den Durchschnittspunkt
r durch den Punkt (1, 0, 0) gehenden Diametrallinie mit
iner Polare (0, 1, 1) 428 = sa},, B =4 und demzufolge
r senkrechte Quadratabstand des Centrums von seiner Polare
iy — — AL 160t
T e, T sl
o — 9.64J%0,p"t
= 81 (1207 — 81

; e8 ist daher

(-]
-~

B.
-

/‘—:

er also der achtfache Inhalt des durch dieauf einer
raden liegenden Punkte des Kegelschnitts und
ren Pol bestimmten Dreiecks gleich dem Product
18 ihrer kubischen Linge und dem senkrechten
bstande des Centrums von der Polare ihres Mittel-
inkts in Bezug auf den Kegelschnitt, dividirt durch
e quadratische halbe Linge der ihr parallelen
iametrallinie. Man kann auch nach dieser Formel

64J2

(] g
—_ 8, «a,

=
tzen; darnach ist der achtfache Inhalt des durch die
if einer Gradenliegenden Punkte der Parabel und
ren Pol bestimmten Dreiecks gleich ihrer kubi-
hen Lénge, dividirt durch den zuder durch ihren
)1 gehenden Diametrallinie geh6rigen Kriimmungs-

ydius.
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Die Annahme, dass die Grade |1, 0, O] eine Grade der
elliptischen Brennpunkte der ersten Hauptdiametrallinie ist, be-
dingt die Gleichung '

(A + A) o, — 242 = 0 oder (A + A4) a3, = 243}
und fithrt durch sie auf die folgenden Sitze. Zwischen der
Entfernung der auf einer Graden der elliptischen
Brennpunkte der ersten Hauptdiametrallinie liegen-
den Punkte des Kegelschnitts und der halben Linge
der ihr parallelen Diametrallinie besteht die Re-
lation

4at = b3s?;
fir die Parabel ist _
4p} =s}
und also der Parameter einer Diametrallinie der
Parabel gleich der Entfernung der auf der Polare
ihres Durchschnittspunktes mit der elliptischen
Leitlinie liegenden Punkte der Parabel Ferner findet
man, dass
disin® A, = b*
und insbesondere fiir die Parabel
Py 8in? Ay =r
ist.

42. Die Gleichung des Kegelschnitts sowohl in Punkt-,
als auch in Liniencoordinaten enthiilt sechs Constante, und es
ist -daher der Kegelschnitt, weil offenbar nur von deren Werth-
verhiltnissen zu einer von ihnen abhéngig, durch fiinflineare
Bedingungsgleichungen zwischen den Constanten vollstandig und
eindeutig bestimmt. So bestimmen fiinf Punkte und ebenso
finf Grade stets einen und nur einen Kegelschnitt, wenn sie
als Punkte und beziehungsweise Grade desselben aufgefasst
werden, dagegen z. B. vier Punkte, wenn drei von ihnen als
Punkte und der vierte als Centrum des Kegelschnitts ange-
sehen werden, vier Kegelschnitte, weil in jenem Falle fiinf
lineare, in diesem aber drei lineare und zwei quadratische
Gleichungen diese Bedingungen ausdriicken.

Da nun der Kegelschnitt stets durch fiinf Punkte bestimmt
ist, so ist demzufolge derselbe, wenn vier von ihnen als die
Durchschnittspunkte der Graden
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85108 1998 g}y (8319859, 8'55]5 [85158"59,8'55) 187 1,8745,8"44;
(8" 1084518 s 8512853, 85803 51,8 55,85 5} 187y 1,845, 8"4
gegeben sind, durch die Gleichung

p @ 0, + 8" 0, +8'50,) (840, + 850, + 8 ,0,)
40 (810 + 8505 +8g504) (85,0, + 85405 +8'5505)=0
dargestellt, sofern die Constanten p, ' durch Substitution der
Coordinaten des filnften Punktes in diese Gleichung bestimmt
sind, oder also auch, wenn diese Constanten implicite der Coor-
dinaten der Graden gedacht werden, wie auch in anderer Weise
in Erinnerung an die Gleichung xS 4 »'S' =0 erkannt wird,
durch die Gleichung
(a'1|a1 “+ a'l 3@y + &', 3%3) (a’t 19y + a’d 3% + a’csas)
— (85,04 + 85505 + 85 504) (85,0, + 8550y +&g505) =0
gegeben, der offenbar die Coordinaten des Durchschnittspunktes
jeder zwei Graden von der Form
2(8'y 0 48y 300 48", 405)+0'(8'y, @, 8’5 g0 -85 y0) =0
2(85 0+ 85905485 50)+0' (@ 10, 48 0 48" 40, ) =0
geniigen. Daraus aber folgt, wenn wir die Grade |x, %' eines
Punktes und die Grade |2, A'| eines andern Punktes als einan-

’

der entsprechend bezeichnen, wenn :—= T ist, der Satz:

Der'Ortdes Durchschrittspunktes der entsprechen-
den GradenzweierPunkteist ein durch diese Punkte
gehender Kegelschnitt. Das Doppelverhiltniss der
durch vier Punkte des Kegelschnitts gehenden Gra-
den eines Punktes des Kegelschnitts ist daher fir-
jede Lage dieses Punktes constant; man nennt es des-
halb das Doppelverhiltniss der vier Punkte des
Kegelschnitts. In gleicher Weise ist der Ort der Ver-
bindungslinie der entsprechenden Punkte zweier
Graden ein an diesen Graden liegender Kegelschnitt,
und das Doppelverhédltniss der auf vier Graden des
Kegelschnittsliegenden Punkte einer jeden Graden
des Kegelschnitts, das Doppelverhaltniss der vier
Graden des Kegelschnitts, constant.

Von der Anwendbarkeit dieses constanten Doppelverhiilt-
nisses zum Beweise und zur Herleitung von Sétzen geben wir
cinige Beispiele. '
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Die drei Durchschnittspunkte der gegeniiber-
liegenden Seitenlinien eines jeden durch sechs
Punkte des Kegelschnitts bestimmten Sechsecks
liegen auf einer Graden; es sind also, wenn A,, A;, A,,
A,, Az, A, diese Punkte sind, die Durchschnittspunkte B,,
B;, B; der Graden

AAg, AjAg; ApAg, AjAg; AgA,, AgA,
Punkte einer Graden, denn es ist, wenn wir das Doppelver-
héiltniss z. B. der durch die Punkte A,, A,;, A;, A, gehenden
Graden des Punktes B, durch |B,.A ;A A;A,| bezeichnen,
Ay AgAgA Ayl = |Ag . AgAgA A
und also, weil B, auf der Graden A A, und der auf der Gra-
den A,A, liegende Punkt B, zugleich auch auf der Graden
AgA, und ferner B, auf der Graden A A, und der auf der Gra-
den A A, liegende Punkt B, auch auf der Graden A, A, liegt,
in -A3A4A Byl =B, . AsAzA By,
wonach in der That offenbar B,, By, B; als Punkte einer
Graden erscheinen.

Ebenso wird der diesem, dem Pascalschen Satze ent-
sprechende Brianchonsche Satz bewiesen: Die drei Ver-
bindungslinien der gegeniiberliegenden Eckpunkte
eines jeden durch sechs Grade des Kegelschnitts
bestimmten Sechsecks gehen durch einen Punkt.

Den folgenden metrischen Sitzen schicken wir die Bemer-
kung voraus, dass eine Grade des Kegelschnitts die Verbin-
dungslinie zweier zusammenfallender (unendlich naher) Punkte
desselben und ein Punkt des Kegelschnitts der Durchschnitts-
punkt zweier zusammenfallender Graden desselben ist, und dass
das Doppelverhaltniss von vier Punkten, wenn einer von ihnen
ein unendlich ferner Punkt ist, sich auf ein einfaches Verhilt-
niss reducirt.

Es ist, wenn A;, A;, A;, A, vier Punkte des Kegel-
schnitts sind,

|As. A A AGA,|=A, . AJA A (A,
und demgeméiss, wenn B,, B,, A, B die auf den Graden A4A ,
AgAy, AgA;, AgA, liegenden Punkte einer Graden und B,
B;, B, A’ die auf den Graden A,A,, A,A,, AA,, AA,
liegenden Punkte derselben oder einer andern Graden bezeichnen,
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(B,B,AB) = (B, B,B'A’);
folglich ist, wenn A; und A, die unendlich fernen Punkte des
Kegelschnitts sind, weil dann auch B und B’ unendlich ferne

. . BA  ByA
Punkte sind, B,A BIA

AB, .A'B, = AB, .A'B,

und also das Product aus der Entfernung der Durch-
schnittspunkte einer der harmonischen Hauptdia-
metrallinien und der ihr parallelen Graden eines
Punktes des Kegelschnitts mit einer Graden und der
Entfernung der Durchschnittspunkte der andern
harmonischen Hauptdiametrallinie und der ihr pa-
rallelen Graden desselben Punktes mit derselben
oder einer andern Graden fiir jede Lage des Punktes
constant.

Ferner ist, wenn A,, A,, A, A, vier Grade des Kegel-
schnitts und B,, B,, By, B, die Durchschnittspunkte derselben
mit einer Graden B des Kegelschnitts bezeichnen,

(B.A,A,AA,) = (B,B,B,B,)
und somit fir den Fall der Parabel, wenn A, die unendlich
ferne Grade derselben ist, gleich B,B,:B,B,. Drei Grade
der Parabel bestimmen daber auf jeder vierten Gra-
den derselben drei Punkte B,, B;, B, von der Eigen-
schaft, dass B,B, : B,B; constant ist.

Endlich bemerken wir, dass

(As . A1A3A3A4) == (A4 . A1A2A3A4)
und folglich, wenn wir die auf der Graden A, liegenden Durch-
schnittspunkte durch B,, B;, A, M und die auf der Graden
A, liegenden durch B, By, M, A’ bezeichnen,

(B,B,AM) = (B,B,MA’)
ist; es ist demnach, wenn A; und A, die harmonischen Haupt-
diametrallinien sind, weil dann A und A’ die unendlich fernen

. .. BM BM
Punkte des Kegelschnitts sind, B.M —B,M oder .,

MB, .MB, = MB MB’
und dadurch, da offenbar M das Centrum des Kegelschnitts
ist, der Satz erwiesen: Jede Grade des Kegelschnitts
bestimmt auf den harmonischen Hauptdiametral-

=2 oder
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linien Punkte, deren Entfernungen vom Centrum
dasselbe Product ergeben.

48. Zwei Kegelschnitte haben im Allgemeinen vier
gemeinschaftliche Punkte und Grade, und da zu diesen stets
ein in Bezug auf sie sich selbst polar conjugirtes Dreieck als
Diagonaldreieck gehort, so sind sie z. B. in Punktcoordinaten
durch die Gleichungen
a,,0} + 8450; + 550 =0, a'y,0} 4 a';,0] + a'y40) =0
und folglich, da

4% = — auanass’ A3 = —a; 2,8y,
360 — 43(311+3as+ as) 3@—_13 (au _'_3:: +ass
831 gy 8 By B3,y

und demgeméss, wenn &'y, = u,8,,, 855 = H,8yq, &gy =
psdgg gesetzt wird,

A3 &

75 = Maltsltss g = + py + py,

36
48 = Hals + pspy + pps
ist, in der Form

8;,0)+8g90] +85505=0,8,,u,0}+2a,,u,0 +agguzai=0
darstellbar, in der u,, u,, u; die Wurzeln der kubi-
schen Gleichung

A3 — 30Ut + 3Gu — L3 =0
sind.

Zunéchst bemerken wir, dass der Kegelschnitt =0
in derselben Weise darstellbar ist, indem ndmlich
24F = — 4% (8,1, (s + p3) @} + Bgstts (Ug + p,)

+ 8ggug (1, + pg) 0f)
ist, und geben als zu den an diese Thatsache sich knitpfenden
Entwickelungen nothig die nachstehenden leicht ableitbaren
Formeln:

A2 (g — pg)® (g — py)? (uy — py)?
=21.(4 (430 — @'%) (£36' — B%) — (U313 — BO))
A% . (ug + pg) (g + py) (uy + py) =906 — 434
4% (gt (g +pg) Hugpy (g4 1,) 4 pypg (1, +pg))
=3 (3060 — 434'%)
A8 '(Ulﬁ + “3) (.“s + ”1) +(.us +,u1) (#1 +ﬂ’)
4+ (uy + pg) (g + 1)) =3 (426 + 36'%)
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A% (g (g +py) (g4 1y) 4 tegug (g +.“1)(£¢1 —+
+ uapty (g + pg) (g + py)) =3 (420 4 3
45 . (U + pd + pt) = 3 (36" — 24%0)
4° . (uqpy + papl + 1ip) = 3 36* — 2420).
Die kubische Discriminante der Gleichun g 2F £
ist nach der zweiten dieser Formeln
A= 4343 — 9060 = 4343 — 906’ ‘
Ferner findet man aus den in Bezug auf die Gleichun,
S =0, 8 =0, 2F’ = 0 gebildeten Functionen ﬁ

A=A (a,; +oa;5 +0y,), A = =d(a,,uguy + ag sttty
+ agauypty )y 4 A, =45 (ot egpes (s + py) (e, + 1eg)
+ aggpgry (Mg + p5) (13 us)
+ gttty (Mg +pg) us —+ pey))
durch Elimination die Gleichungen
A Ay — gty (g + pg) 44 A —py (g +pg) 44 A =
— Mattg (g — py) (1) — u,) A%, w8 f.
und aus diesen durch Multiplication vermittelst der gegebener
Formeln die Gleichung
AL A — 644 LS (A3CAL + 436G A) A2
434242 (A8(A3C 4-302) A2 —A3L'3 (434’2 -9 @) 1 4
4 A6 (430 430'%) A?) A |+ 4343 (4343 —960@')(S5.L'
+ 343 A%* A + 3430 L' A% + 48 43)
— 2744’6 (4 (436 — G'?) (436G — 6?)
— (4348 — G@)2) =1
Bemerken wir, dass der Invariantenexponent der kubischen Dis
criminante der Gleichung 2F' = 0 nach dem gegebenen Aus
drucke 8 ist,-und dass demnach, weil die Functionen 73 und
<1 nach dem 40. Abschnitte in der Beziehung zu einander
stehen, dass J2.4 = J2s2 4, Je a8 =Jes 4% ist, fur diew
Function J¢» = J* und daher der Invariantenexponent der
Function 7', 6 ist, so ilberzeugt man sich sofort durch Zih-
lung der Invariantenexponenten, dass abweichend von den bis- .
herigen Gleichungen in dieser Gleichung die Summe derselben
nicht constant, nimlich fiir die vier ersten Glieder 34, fiir das
letzte aber nur 32 ist. Es ist daher die Gleichung in dieser
Form nicht allgemein giiltig; sie wird es erst durch die Um-
formung fiir ein anderes Fundamentaldreieck und nimmt dann,
wenn wir den Flacheninhalt dieses beliebigen Dreiecks wie bisher

Al
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durch J und den Flécheninhalt des in Bezug auf die
Kegelschnitte S=0und §'=0 sich selbst polar con-
jugirten Dreiecks — wir zeigen gleich, dass es nur ein
einziges solches Dreieck giebt — durch J’ bezeichnen, die die
Grosse dieses Flicheninhaltes anzeigende Form
F2. (LA A — 64444 (A3CGA + L3CA) A*
434342 (48(A3Q +-302) A2 — 4343 (4343900 A A
FA'S(A30+30'%) A2) A |+ AL (4343 —90@) (45 A'*
+ 3430M2 A + 3430 A A2 + A'6.43))
—2TJ2 A8 £ (Y A3O—@ ) S3@ —BO)— (434’3 — OO)2) =0
an.

In derselben Weise kommt man von den Gleichungen

A=538,+838, 5488y, A =57a,,,+818, 505 + 83855105,
LA\ =— A28,y (g + 15) + 8185505 (s + 1)
+ 8385915 (1, + p15))
zunichst auf die Gleichungen
AA, + pypgd*d 4 p,4° A =
— A? (uy — uy) (uy — pg)8iay , ws f
und dann mit Ricksicht darauf, dass der Invariantenexponent
der Grisse .4', 4 ist, auf die den Radius des dem in Be-
zug auf die Kegelschnitte S = 0 und 8 =0 sich
selbst polar conjugirten Dreieck umschriebenen
Kreises — wir bezeichnen ihn durch ¥’ — bestimmende Glei-
chung
J? (4343 4+ 34242 (OA+ O A) A" +-344 (4360A'?
— (434’8 — 300 4’4+ L3042 A, + AL3.4'3
—34% 2439 — 302) A2 4 — 34 24360 — 30') A" 4*
+ A6 A3 A2) — 43282 )¢ (4 (430 — O'2) (43G@ — O?)
— (434’3 — 0@')3) = 0.
Endlich bemerken wir, dass die Pole der Seitenlinien des
in diesem Abschnitte als Fundamentaldreieck angenommenen
Dreiecks in Bezug auf die Kegelschnitte S =0, §' =0 und
F =0 nach deren Gleichungen die entsprechenden Eckpunkte
desselben sind, und dass dempach die Polaren eines jeden
Punktes einer jeden Seitenlinie in Bezug auf die bezeichneten
Kegelschnitte durch den entsprechenden Eckpunkt gehen. Der

Ort der Punkte, deren Polaren in Bezug auf drei
Schendel, Elemente der anal., Geom. 12
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Kegelschnitte S=0, S =0 und S" =0 durch einen
Punkt gehen, ist nun aligemein, wie aus den Formen der
Polaren eines Punktes (a,, a,, «,) in Bezug auf diese Kegel-
schnitte sofort erhellt, durch die gleich Null gesetzte sogenannte
Jacobische Determinante der drei Kegelschnitte

'alla +al’a +al’a3' a’l 1 +al’al +a’3a8‘ azlal +al’a +aua

a llal +a l’a +auaa ? a!l 3 +a Sla +a!8a87 a!l 1 +a ssaa +alla

‘ n“l"’a na:+‘ 13%s a’,e |+a"ua -+a” 2303, 3 5, |+a 31%; 'H"”n :
dargestellt, da sie die Bedingung ist, unter welcher sich jene
Polaren in einem Punkte schneiden, und demnach eine Curve
dritten Grades. Fiir die Kegelschnitte S=0, S'=0
und 2F =0 degenerirt sie, da fiir sie die Jacobische De-
terminante unter Voraussetzung des in diesem Abschnitte an-
genommenen Fundamentaldreiecks die Form

_ 45 (ug — ps) (g — py) (uy — Ha)
a4

* @ 0.0y

annimmt, in drei Grade, in.ein Tripel von in Bezug auf sie

polar conjugirten Graden; und es existirt demnach noth-

wendig in der That im Allgemeinen nur ein einziges Drei-

eck, das in Bezug auf die Kegelschnitte S=0 und

S =0 sich selbst polar conjugirt ist. Nach den aus

den Gleichungen

8 =a,,0] + 8,503 + 35,0,

8'=a,,p,0} + 855u;0] + 8551503,

24F = — 4% (8,4, (us + us) @} + 8g5p, (45 + ;) @]
+ agaus () + ug)a3)

hervorgehenden Gleichungen

24F + pypus 4?8 + p, A4S =
— 4% (ug — 1) (1t; — 1y) 85,07, W 8. £

ist allgemein das mit /24’ multiplicirte Quadrat der
Jacobischen Determinante der Kegelschnitte S=0,
§=0und 2FF=0 -

843 L F'3 4 1242 4% (@S + OS)F'? - 644 (4365’2

— (43 4% — 360 S + L3083 F + 454388

— 348 2486 — 36*) §'*S — 34’3 (246 — 36'7) §'S?

+ 434888,
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Selbstverstandlich erhilt man ebenso, wenn man in ent-
sprechender Weise die Kegelschnitte S = 0 und §' = 0 in
Liniencoordinaten darstellt, analoge Entwickelungen in Bezug
auf die Gleichung 2@’ = 0; sie unterscheiden sich von den
gegebenen dadurch, dass, wo in diesen O, @', S, §, F, 4',,
A\, A, steht, in jenen O, @, 3, ', @ und die in Bezug
auf die Gleichung 2@’ = 0 gebildeten Functionen £y, £,
A', stehen.

Die Polarcurve des Kegelschnitts 8'=20 in Be-
zug auf den Kegelschnitt S=0hat mit diesen Kegel-
schnitten gleichfalls dasselbe sich selbst polar con-
jugirte Dreieck, indem

T =0y, 4,8} + agau58] + @g5u48;
ist; ihre Discriminante ist, wie daraus sofort zu erkennen
ist, die des Kegelschnitts S’ = 0; sie selbst ist eine
Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je nachdem das
Centrum des Kegelschnitts S=0 mit dem Kegel-
schnitt =0 zwei imaginire, eine oder zwei reelle
Grade gemein hat, da die in Bezug auf das Centrum (e, ,,
¢34, @g4) und den Kegelschnitt S'=0 gebildete Function 36’

A By 0,08, + 8590503, + Bg4uq03,)
=AU (ay 0, + gauy + aggty) = 434,
ist, oder je nachdem auf der Polare des Centrums des Kegel-
schnitts S = 0 in Bezug auf den Kegelschnitt 8’ = 0

s #eas psl

zwei imaginére, ein oder zwei reelle Punkte dieses Kegelschnitts
liegen. In der That sind die Pole der durch das Centrum des
Kegelschnitts S==0 gehenden Graden des Kegelschnitts §'=0
in Bezug auf den Kegelschnitt S =0 die unendlich fernen
Punkte des Polarkegelschnitts und die Polaren der ihnen zu-
gehorigen Punkte des Kegelschnitts 8’ = 0 die harmonischen
Hauptdiametrallinien desselben; der in Bezug auf den Kegel-
schnitt S=0 bestimmte Pol der Polare des Centrums des
Kegelschnitts S = 0 in Bezug auf den Kegelschnitt 8’ = O ist
darnach das Centrum des Polarkegelschnitts.

Die Polarcurve eines elliptischen Kreises in
Bezug auf einen elliptischen Kreis ist ein Kegel-
schnitt, dessen ein Brennpunkt das Centrum des

12*
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letzteren und dessen zu ihm gehorige Leitlinie die
Polare des Centrums des ersteren in Bezug auf den
letzteren Kreis ist; denn einerseits sind die Polaren der
unendlich fernen Punkte des Kreises 8’ = 0 als der imaginiren
Kreispunkte die harmonischen Hauptdiametrallinien des Kreises

== (0 und daher dessen Centrum der Durchschnittspunkt
zweier durch die imagindren Kreispunkte gehender Graden des
Polarkegelschnitts oder ein Brennpunkt desselben, und anderer-
seits sind die Pole der harmonischen Hauptdiametrallinien des
Kreises S’ == 0 die Durchschnittspunkte der Polare seines Cen-
trums und jener Graden des Polarkegelschnitts und also diese
Polare die zu dem Brennpunkte gehorige Leitlinie.

Weiter sei an dieser Stelle der folgende Satz bemerkt.
Die Polarcurve einer Parabel in Bezug auf einen
hyperbolischen Kreis, dessen Centrum ein Punkt
ihrerelliptischen Leitlinie ist, ist ein hyperbolischer
Kreis; denn es ist, da die Form (e,,, @34, @4,) das Centrum
und die Form |85ty gpe g+ 550038t ghtys B3¢ 1ft st gH81Cg s pt s g,
Blaggttgpt, + 83y, ugug| die Leitlinie bezeichnet,

(Blogsegy + 83eg5a;, + 8304 ,059) (uaus + pgity + 1,p5)
— (81305 spsty + 830550y (Mgpty + 830 (g yp pg) =0
oder
— 804+ L4 Ay =0
und also in der That A4'y=0 fir 4 =0.

Im Anschluss hieran heben wir noch besonders das so-
gepannte Prinzip der Polarreciprocitdt hervor, nach
dem auf Grund der Sitze: Jedem Punkte entspricht in Bezug
auf einen Kegelschnitt als Polare eine Grade; den Punkten
einer Graden entsprechen als Polaren Grade eines Punktes; der
Verbindungslinie zweiey Punkte entspricht als Pol der Durch-
schnittspunkt der ihnen als Polaren entsprechenden Graden. und
der denselben entsprechenden aus einem bekannten Satze
und zwar vorzugsweise Situationssatze ein neuer abgeleitet
werden kann, ein Prinzip, das abgesehen von der Beziehung
zu einem Kegelschnitt auf Grundgesetzen beruht, wie sie bei
dem Prinzip der Dualitit herrschen. So ergiebt sich nach die-
sem Prinzipe ganz ebenso, wie nach dem Prinzip der Dualitit
z. B. aus dem Satze, dass zwei Dreiecke, welche einen Colli-
neationspunkt haben, auch eine Collineationslinie besitzen, so-
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fort der umgekehrte, so aus dem Pascalschen Satze der Brian-
chonsche und umgekehrt. Es konnen aber auch nach ihm aus
den Figenschaften z. B. des Kreises Eigenschaften der Kegel-
schnitte tiberhaupt auf Grund der oben gemachten Bemerkungen
abgeleitet werden; als Beispiel diene der Satz: Die Verbin-
dungslinie des Centrums eines Kreises mit dem Pole einer Gra-
den in Bezug auf ihn ist zu ihr senkrecht., aus dem, wenn
man ihm die Form: Die Durchschnittspunkte der unendlich
fernen Graden mit einer Graden und der Verbindungslinie ihres
Pols mit dem Centrum eines Kreises sind in Bezug auf die
imaginéren Kreispunkte harmonisch conjugirt. giebt, mit Rilck-
sicht darauf, dass nach ihren Formen das Doppelverhilt-
niss von vier Punkten einer Graden dem Doppel-
verhiltniss ihrer Polaren gleich ist, der nachstehende
Satz folgt: Die Verbindungslinien eines Brennpunkts des Kegel-
schnitts mit einem Punkte und dem Durchschnittspunkte der
Polare desselben mit der zugehorigen Leitlinie sind in Bezug
auf seine Verbindungslinien mit den imaginiren Kreispunkten
harmonisch conjugirt oder also zu einander senkrecht.

Als Anhang zu diesem Abschnitte geben wir schliesslich
noch einige die Darstellung zweier Kegelschnitte in einfacher
Form betreffende Satze.

Zwei Kegelschnitte sind, da sie im Allgemeinen
vier Punkte gemein haben, in Punktcoordinaten auch durch
die Gleichungen

2850505 + 28,050, + 28,,0,0, =0,
28/ g0505 + 285 050, + 28/, 40,0, =0
und demgemaiss, wie aus den Gleichungen
4P = — 285484,8,y, 45 = — 20y 8y,

80" =24 (0g48'y5 + 058’5y + 01 48'15)

80 =24 (58,5 + 05,84, + o'y 3814)
zu ersehen ist, in der Form

28550505 + 284,050, + 28, 0,0y =0,

285 51,0505 + 284, u5050, + 28,5000 =0
darstellbar, in der u,, u,, uy die Wurzeln der im Eingange
dieses Abschnitts gegebenen Gleichung sind; in Liniencoordi-
naten konnen sie natiirlich in analoger Form gleichfalls dar-
. gestellt werden.
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Auch lassen sich zwei Kegelschnitte in Punktcoordinaten
in der Form

8y 407 + 85505 + 84505 =0,

28’y g0, + 28’y 050, + 22", 0,0, =0
oder in Liniencoordinaten in der Form

@y48] + 05485 4 @583 =0,

2058084 + 20'5,8,8, + 2¢',,8,8, =0
darstellen, wenn @ = @' =0 oder resp. @ = @' =0 ist. Die
Invarianten ® und @' haben darnach den Werth Null,
wenn der Kegelschnitt 8’ =0 durch die Eckpunkte
einesin Bezugaufden Kegelschnitt S=0 sich selbst
polar conjugirten Dreiecks geht, und ebenso die In-
varianten ® und @' diesen Werth, wenn er an den
Seitenlinien eines solchen Dreiecks liegt. Die geo-
metrische Bedeutung des Verschwindens der genannten Inva-
rianten im Degenerationsfalle des Kegelschnitts ist von selbst
erhellend, zum Theil ausdriicklich auch schon angegeben worden.

49. In dem vorigen Abschnitte ist darauf hingewiesen,
dass aus einem Satze nach dem Prinzip der Polarreciprocitit
in dhnlicher Weise, wie nach dem Prinzip der Dualitit ein
neuer abgeleitet werden kann; das Prinzip der Dualitit
giebt aber im Verein mit dem Prinzip der Continuitit
noch ein Mittel an, um von einem Satze zu einem neuen, und
zwar von einem speciellen, z. B. fiir die Kreise und die Parabel
geltenden Satze zu einem allgemeineren zu gelangen. Wir er-
innern an den Schlusspassus des 21. Abschnitts des ersten Theils
und zeigen die Art und Weise, Sdtze zu verallgemeinern,
an mehreren nachstehenden Beispielen.

Aus dem ganz elementaren Satze: Wenn zwei Drejecke
die unendlich ferne Grade zur Collineationslinie haben, so haben
sie einen Collineationspunkt. ergiebt sich nach dem Prinzip der
Dualitit der Satz: Wenn zwei Dreiecke den endlich fernen Punkt
zum Collineationspunkt haben, so haben sie eine Collineations-
linie. und damit, da jeder Punkt als endlich ferner Punkt an-
gesehen werden kann, der allgemeine Satz: Wenn zwei Dreiecke
einen Collineationspunkt haben, so haben sie auch eine Colli-
neationslinie. und aus diesem wieder nach dem Prinzip der Dua-
litdt der umgekehrte.

Der Satz: Die Verbindungslinie des Centrums eines Kreises
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mit dem Pole einer Graden ist zu dieser senkrecht. liefert nach
dem Prinzip der Dualitit den Satz: Der Durchschnittspunkt
der Centrale eines relativen Kreises mit der Polare eines Punktes
ist zu diesem senkrecht. oder in andern Worten den Satz: Die
durch den endlich fernen Punkt gehenden Graden eines Punktes
und des Durchschnittspunktes der Polaren dieser Punkte in
Bezug auf einen relativen Kreis sind harmonisch conjugirt in
Bezug auf die durch ihn gehenden Graden — die imaginéren -
Kreislinien — desselben. Es gilt daher der Satz: Die durch
einen Punkt gehenden Graden eines Punktes und des Durch-
schnittspunktes der Polaren dieser Punkte in Bezug auf einen
Kegelschnitt sind harmonisch conjugirt in Bezug auf die durch
ihn gehenden Graden desselben., da dem endlich fernen Punkte
offenbar stets eine solche Lage gegeben werden kann, dass ein
Kegelschnitt zum relativen Kreise wird, nach dem Prinzip der
Continuitit ganz allgemein und nach dem Prinzip der Dualitit
der entsprechende Satz: Die auf einer Graden liegenden Punkte
einer Graden und der Verbindungslinie der Pole dieser Graden
in Bezug auf einen Kegelschnitt sind harmonisch conjugirt in
Bezug auf die auf ihr liegenden Punkte desselben.

In gleicher Weise sind so aus dem Satze: Der durch die
Durchschnittspunkte dreier Graden der Parabel gehende Kreis
geht durch den Brennpunkt derselben. mit Riicksicht darauf,
dass dieser Brennpunkt und die imagindren Kreispunkte gleich-
falls Durchschnittspunkte dreier Graden der Parabel sind, die
Sitze: Die Eckpunkte zweier dem Kegelschnitt um-
schriebener Dreiecke liegen auf einem Kegelschnitte.
Die Seitenlinien zweier dem Kegelschnitt einge-
schriebener Dreiecke liegen an einem Kegelschnitte.
und aus dem Satze: Der einem in Bezug auf den hyperboli-
schen Kreis sich selbst polar conjugirten Dreieck umschriebene
Kreis geht durch sein Centrum. im Hinblick darauf, dass das
Centrum des hyperbolischen Kreises und die imaginiren Kreis-
punkte als polar conjugirt in Bezug auf ihn Eckpunkte eines
in Bezug auf ihn sich selbst polar conjugirten Dreiecks sind, der
Satz: Die Eckpunkte zweier in Bezug auf den Kegel-
schnitt sich selbst polar conjugirter Dreiecke lie-
gen auf einem Kegelschnitte und ebenso die Seiten-
linien an einem solchen. zu entnehmen.



184 Schiussbemerkung.

Schlussbemerkung.

80. Wir sind am Ende unserer Untersuchungen. Werfen
wir noch einen Blick zuriick auf dieselben, so fillt uns vor Allem
in die Augen die durch die ganze Schrift hindurch sich mani-
festirende Dualitit. Da treten uns die Begriffe positiv und ne-
gativ, reell und imaginir, harmonisch und anharmonisch, polar
und apolar entgegen, da sehen wir als zusammengehorig und
einander entsprechend die Elementargebilde Punkt und Grade
und unter den Kegelschnitten die geometrischen Gebilde Ellipse
und Hyperbel und insbesondere den elliptischen und hyperboli-
schen Kreis. Ja, auch die Kegelschnitte als solche im Allge-
meinen erscheinen als der eine Theil eines zweitheiligen Ganzen;
der eine Theil dieses Ganzen ist der Kegelschnitt als Ort der sich
selbst polar conjugirten Punkte und Graden, der andere Theil
der Ort der sich selbst apolar conjugirten Punkte und Graden.
Auf diesen Ort aber haben sich unsere Untersuchungen nicht er-
streckt, in denen iiberhaupt die Begriffe apolar und anharmonisch
gegen die Begriffe polar und harmonisch und der hyperbolische
Kreis gegen den elliptischen mehr zuriickgetreten ist. Fragen
wir uns nach dem Grunde dieser Erscheinung, so liegt dieser
offenbar darin, dass nach den vorliegenden Untersuchungen die
Metrik der geometrischen Gebilde, wie wir sie in ‘der realen Welt
kennen, von dem elliptischen Kreise abhingt und die Lagenbe-
stimmung des Punktes und der Graden in einer von dieser ab-
hiingigen Weise geschehen ist. Sollten wir daher da nicht glau-
ben, dass, wenn es gelinge, die Lage des Punktes und der Gra-
den in einer vom hyperbolischen Kreise oder vielmehr dem ihm
entsprechenden Orte der sich selbst apolar conjugirten Punkte
und Graden abhingigen entsprechenden Weise zu bestimmen,
das Analoge statt hitte, dass dann eine Gleichung zweiten Gra-
des den Ort der sich selbst apolar conjugirten Punkte und Gra-
den darstellen wiirde? '

Druck von Fr. Frommann in Jena.
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